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Scopul unei cărți este să te facă să gândeşti. 
H. de Balzac 


Părinților mei 


PREFAŢĂ 


Această carte este rezultatul dorinţei mele de a înțelege şi de a 
sistematiza o serie de principii şi cunoştinţe fundamentale din domeniul 
electronicii şi al ingineriei în general. Ea se adresează acelor cititori care 
doresc să se familiarizeze cu astfel de principii şi să pătrundă în frumuseţea 
şi varietatea lor prin intermediul unei imagini de ansamblu asupra 
conceptelor de bază legate de semnale, circuite şi sisteme. Desigur că 
această imagine nu este perfeotă. Ea poate constitui însă un punct de plecare 
şi de revenire pentru cei interesaţi. Multe dintre conceptele discutate sunt, 
în opinia mea, deosebit de utile pentru înțelegerea temeinică a oricărui 
domeniu tehnic şi nu numai tehnic. 

Ideea de bază a cărții este de a prezenta în mod unitar conceptele 
teoretice în strânsă legătură cu cele practice. Sunt partizanul ideii că între 
teorie şi practică nu există şi nu trebuie să existe contradicții. Mai mult, 
înțelegerea conceptelor fundamentale din matematică, adoptarea modului de 
gândire matematic îl vor ajuta pe cititor să observe că acelaşi concept se 
regăseşte sub forme şi cu notații diferite în domenii diferite ale tehnicii sau 
în capitole diferite ale aceluiaşi domeniu. Ingineria este mai simplă dacă este 
privită şi din punctul de vedere al conceptelor matematice. Din acest punct 
de vedere, cartea are o structură deosebită prin care se urmăreşte 
sistematizarea şi apropierea conceptelor teoretice de cele practice. Ea 
cuprinde o parte din materialul predat de mine, în ultimii 15 ani, studenţilor 
facultăţii de Electronică şi Telecomunicaţii de la Universitatea Tehnică "Gh. 
Asachi" precum şi multe aspecte care apar pentru prima dată într-o carte cu 
un astfel de profil. 


































Nu intenţionez să intru în amănunte despre conţinutul cărţii; cititorul 
interesat poate afla detalii din cuprins, din cuprinsurile detaliate de la 
începutul fiecărui capitol precum şi din rezumatele aflate la sfârşitul 
capitolelor. Doreso însă să exprim câteve gânduri în legătură cu cei care sunt 
legați, într-un fel sau altul de accasta carte. 





Părinților mei le datorez recunoştinţa pentru modul în care m-au 
crescut şi m-au educat, învățându-mă să-mi fac datoria şi să fiu cinstit, lor 
le este dedicată aceasta carte. 

Doresc, de asemenea, să-mi exprim recunoştinţa față de dascălii mei, 
din şcoala şi de la facultate, care au contribuit substanţial la formarea mea 
profesională și morală. Între aceştia, un loc aparte îl ocupă, în ordinea în 
care m-au influenţat, eminentul profesor de matematică de la liceul internat 
"C.Negruzzi", Nicolae Colibaba, pe care l-am avut şi îl am drept model de 
dascăl şi de om, şi. regretatul profesor dr. ing Gheorghe Savin, care mi-a 
condus cu competenţă şi nobleţe primii pași în învățământ şi în cercetare. 

Doresc, de asemenea, sa exprim mulţumiri tuturor colegilor şi 
prietenilor care m-au încurajat şi ajutat să public această carte. Le sunt 
recunoscator colegilor de la disciplina de Semnale, Circuite şi Sisteme pentru 
atmosfera de seriozitate şi colegialiiate pe care au creat-o. Discuţiile cu ei, 
ca şi cu mulți alți foşti studenți, mi-au fost deosebit de utile. În general, 
atmosfera din Facultatea de Electronică şi Telecomunicaţii din laşi, a fost 
un factor favorizant pentru activitatea mea; mă consider privilegiat de faptul 

că mi aflu printre cadrele didactice ale acestei facultăţi. Îmi exprim speranța 
că această atmosferă, în care colegialitatea şi seriozitatea activităţilor 
ştiinţifice şi didactice pot coexista, se va pastra şi chiar îmbunătăţi în viitor. 

Nu în ultimul rând, datorez mulțumiri soţiei şi fiului meu pentru 
înțelegerea şi suportul moral fâră de care această carte nu ar fi putut apare. 


Liviu Gora 
laşi, 1 martie 1994 
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Anexă. Câteva legi şi teoreme fizice utilizate cu precădere 


în acest c 
generale privi 
legile fizice 
oricărei realităţi 
desfăşurarea unor experiei 
apariţia şi de 
descoperi 
utilizează 
cele ma 
limitele unor erori 
vedere ingi 
experimentale. 


în revistă o serie de aspecte 
e, măsurarea mărimilor fizice şi 


punctul de plecare în cunoaşterea 





Existenţa anumitor  regularităţi în 
F pusă în evidentă mai ales odată cu 
surare. Astfel, s-a ajuns la 
3 I mularea cea mai exactă, 
ste legi (dints care le enumerăm pe 
permit în anumite condiţii, în 
’>, dar perfect acceptabile din punct de 
ea, pe bază de calcule, a rezultatelor 





unor legi 
























1; procesul cunoaşterii naturii, oamenii au pus în 
enţă de proprietăți care reflectau fenomene din mediul 
înconjurător j tre ştiinţifică a omenirii este gi probabil 
va fi consecinţa faptului că, întâmplător sau în mod deliberat, oamenii 

au făcut, fac şi vor face experien 
Cum iltatel ltor e erau de natură să intereseze 





grupuri mai mari 
caracterizó 
Acumular 


necesitatea descrierii şi 
elor acestora. 

("date experimentale") a 

unele experienţe se 

evident faptul că 
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fenomenele din natură prezintă anumite regularitāti. Se întrevedea 
astfel posibilitatea anticipării rezultatelor unor experiențe fără 
efectuarea lor practică. 

Afirmațiile de mai sus au un caracter general gi sunt valabile 
practic pentru orice domeniu al ştiinţei. în urmează ne vom 
referi însă cu precădere la experienţe cu carac ic din domeniul 
electronicii şi la legile specifice care le aază. Cu toate 
acestea, considerăm utilă asocierea ideilor pe « zom discuta şi 
cu concepte din diverse alte ramuri ale ştiinţe ehnicii. 


















2. LIMBAJELE Descrierea şi caracterizarea experii 
nu numai tehnice) poate fi făcută prin uti 
înţelege prin limbaj atât formele de comunic 


alor tehnice (gi 
imbajelor. Vom 
IJ sau scrisă 










specifice limbii cît şi oricare alte forme de comunice mană: schițe, 
desene, machete, fotografii, simboluri matematice, limbaje da 
programare etc. 

Utilizarea combinată a limbajelor amintite pernite asigurarea 


acterizările 
, "tare" etc.) 
descriere 


gradului dorit de acuratețe a descrierilor. As 
calitative (prin atribute de felul "mic", "mare", 
sunt utile atunci când nu este necesară sau 
amănunţită a unui fenomen şi când persoanele cz 4 dau acelaşi 
înţeles noţiunilor, având un "limbaj comun” unci însă când este 
necesară o precizie deosebită a comunicării gi a descrierilor, 
caracterul calitativ se dovedeşte insuficient. 









3. LIMBAJUL MATEMATIC în condiţiile progresului tehnic, pretenţiile 
legate de cunoagtere au crescut, S-a sit nevoia eliminării în 
mare măsură a caracterului subiectiv şi calitatii unicării. Aceast 







lucru a fost posibil prin folosirea cu pondere din 


ce mai pare 
a limbajului celui mai precis: limbajul mate: Acesta, în 
coexistenţă cu alte limbaje, s-a impus prin concizia, 





elasticitate, universalitate, fiind utilizat practic © 
ştiinţei, mai ales în ştiinţele tehnice şi în mod deosebit în 
electronică. 


4. Osservatrr (1) Limbajul matematic dispune gi de elemente prin 
care se pot descrie noțiuni imprecise a cele amintite 
anterior. Astfel, afirmaţia: "Creştem rezi pentru a micgora 
curentul" (într-un circuit format dintr c conectat la o 
sursă de tensiune) se exprimă matematic pr licaţia: 


ti] 







RR, -> isiy: 
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consecinţă a relaţiei matematice corespunzătoare legii lui Ohm 
pentru circuite rezistive liniar 


i»u/R (i.=u/R. 


(2) Teoria probabilităților reprezintă un exemplu consacrat 
dovedind posibilităţile matematicii de a descrie realităţi 
imprecise. 


Utilizarea limbajului matematic a devenit, practic, indispensabilă 
din momentul în care s-au imaginat primele metode de caracterizare 
numerică a realităţilor fizice. 





Descrierea si 
experienţelor 
metode. şi aparat 





caracterizarea obiectivă şi precisă a rezultatelor 





ice a fost posibilă prin inventarea unor unități, 
de măsură. Cu ajutorul acestora, o mare parte a 
proprietăţilor puse în evidenţa au putut fi exprimate prin numere, 

în raport cu anumite unităţi de măsură. Proprietăţi 
fi caracterizate numeric prin măsurători au fost 


fizice. 





F 
i.e 


care au 






i) 13 


ze spunea William Thomson lord Kelvin (1824-1907) cu circa 130 
ramă, în legătură cu posibilitatea măsurătorilor: 

l imea care vorbim şi o putem exprima 

printr-un număr atunci noi ştim ceva c 3 9 


de ani 






E dar d nu o putem 
exprima  printr-ui numär erea este la! 
nesatisfăcătoare; ea poate cons i un început de c 

avansăm puț in ideile noastre nivel de şti 





s 

despre chestiune este vorba." 

1. ÎxeueLe (1) Suntem atât de obişnuiţi cu noţiunea de mărime fizică 

încât pare mai util să exemplificăm proprietăţi care, fiind atât 

de subiective, în general, nu pot fi măsurate: gustul, mirosul, 

intonaţia şi chiar frumuseţea, fie ea numai a panoului frontal al 
unui aparat electronici! 

(2) Curentul din primarul unui transformator este mărime fizică 

t ce mirosul emanat de izolaţia acelui transformator 

uncționând la curenți mai decât cei nominali nu poate fi 

considerat (cel puţin deocamda mărime fizică, el neputând fi 

caracterizat riguros, numeric, ci doar eventual prin cuvinte sau 

ri! 
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2: RergroL SPAȚIO-TEHPORAL în general, orice wărime fizică poate 
avea caracter variabil în spațiu gi în timp. Acesta este motivul 
pentru care, în principiu, orice măsurare à unei părinmi fizice se va 
face în raport cu un anit reper spatio-temporal, evident cu 
precizarea unități or de măsură folosite. 
Valorile nuzerice obținute vor depinde desigur de modul în care au 
fost alese reperul spațial gi originea timpului precum gi de unităţile 






de măsură. Astfel, iin punct de vedere matematic, rezultatele 
măsurătorilor efectuate asupra unei mărimi fizice definesc, în cazul 
general, o funcţie de patru variabile: t (timpul) gi x,y,z 


(coordonatele sbatiale) adică o corespondenţă între valori ale timpului 
şi coordonatelor spaţiale gi valori (scalare sau vectoriale) ale 
mărimii măsurate (toate depinzând de sistemul de unităţi de măsură 
adoptat). 


sË ÎXRuPLE Câteva mărimi fizice dependente de spaţiu gi de timp 
sunt: 
(1) temperatura care punct al unui obiect; 
(2) potenţialul electric în raport cu un potențial de referință 





precizat; 
(3) - densitatea de curent în fiecare punct al unui conductor 
etc. 
(Primele două sunt mărimi scalare, a treia este mărime vectorială.) 
Există datat situaţii când o mărime fizică poate fi 


considerată, în limitele unui anunit nivel de aproximare, constantă 
în timp şi/sau spaţiu. 


După modul în care sunt introduse, mărimile fizice se îapart în: 


- mărimi fizice primitive, care nu ge definesc în raport cu altele 
(de exemplu 





ȚiRea, sarcina 
- mărimi fizice derivate, cars se definesc în raport cu cele 
primitive prin acţiunea unor operatori matematici (de exemplu viteza, 
intensitatea curentului electric de conducţie) . 





2.2 Caracterizări locale şi globale 
Caracterizările prin mărimi fizice anintite mai sus pot fi 
împărțite în: 
- caracterizări 
-  caracterizări 
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Y CARACTERIZĂRI LOCALE Mărimile fizice care caracterizează o 

proprietate locală se exprimă ca o funcție dependentă de 
coordonatele spațio-temporale. Exemple de astfel de mărimi sunt 
densitatea sau temperatura în fiecare punct al unui obiect, densitatea 
purtătorilor de sarcină, intensitatea câmpului electric etc. Mărimile 
locale pot fi dependente sau independente de natura materialului din 
zona în care sunt determinate. Mărimile fizice care conțin informații 
despre proprietățile substanțelor se numesc constante de material. 
Valorile acestora depind, în general, atât de coordonatele spațiale cât 
gi de timp degi, în multe situații, ele pot fi considerate constante. 


2; CARACTERIZĂRI GLOBALE Mărimile fizice care caracterizează 

proprietatăţi globale se exprimă ca valori ataşate unui domeniu 
temporal şi/sau spaţial (o curbă, o suprafaţă sau un volum). Astfel de 
mărimi sunt, de exemplu, valoarea medie a unui curent sau a unei 
tensiuni variabile în timp pentru un interval de timp specificat, 
tensiunea electrică de-a lungul unei curbe între două puncte din spaţiu 
(integrala vectorului câmp electric după acea curbă), greutatea, 
volumul, sarcina electrică din interiorul unei suprafeţe etc. Ele se 
exprimă de obicei prin sume gau integrale din mărimi locale care joacă 
rolul unor "densități". valorile numerice ale tuturor acestor mărimi 
depind de unităţile de măsură folosite”. 


v $ . Vo. [i ' . 

2.3 Schema de nasurare şi/sau observare a unei marimi fizice 

în general, măsurarea unei mărimi fizice poate implica operaţii 
relativ complicate. Un caz elementar este cel al măsurării unei 
tensiuni continue cu voltmetrul. în multe situaţii însă, valoarea 
mărimii fizice care se măsoară trebuie transmisă la distanţă prin 
transformarea ei într-o altă mărime fizică, de obicei de natură 
electrică, care se transmite mai ugor. 

O schemă suficient de generală de măsură şi/sau observare 
corespunzătoare acestui caz, schemă în care au fost puse în evidenţă 
principalele blocuri prin internediul cărora se realizează transmisia 
gi măsurarea, este prezentată în continuare: 

Mărime fizică —-> traductor ---> codor —-> modulator —-> canal de 
transmisiune 

Observator <--- traductor <-—— decodor <-— demodulator <—- 

uman 


1 Din punct de vedere matematic, caracterizările locale corespund 
unor funcții, iar cele globale unor funcţionale (numere ataşate unor 
funcții) 
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Traductorul transformă mărimea elec că 
într-o mâri ie ectr , a cteris 
£ ea dir 













Modula 








Demodulatorul, care poate conți i circui corector g 












decodorul p 


"Princip 
inerentă care 
Cea mai pr 
probabili 

Este 


atomi. Punctul 


prin măsurători i 
cu cel al fizicii clasi 
medii (temporale şi: 
moleculelor. 








DURI 


a dispune 





cunoaştere ideală a unei n: 
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mentele de 
Definim astfel o numită 
cunoscută dar 

faptul că se află în 
asemenea cunoscut 
află cu probabilit 
egte cu atât mai 


SEI, ci ) anumı 
interval (de 
ştie că va 

recizat. Bvide 


resp 
















CUROASTEREA Si LEGILE FIZICE 






























7 ] 1 ie 
t Sil la bornele unui 
Y F loa medie a acestei 
i - A de zgomot 
aia a E in metode probabilistice atunci când 
timp şi în spaţiu a 
une z scută decât cu o anumită 
| € t ste exe tăi o mărime 
ă mp gi de coordonată 
ia rentul potenţialul în 
J; : ar ieplasarea față 
e ează într-un 
| rimi pendente de 
Ş 3 evident 
= pentru 
2 orezintă 
ărimea fi í imp i 
= a Precizia în 
ele cazuri se ştie că 


valorile mărimi ; X e încadrează, „Cu o 
probabil 3 CI ea, în intervalele corespunzătoare 
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Fig.1. Exemplificare de principiu =] reprezentarii grati.ce a 
rezultatului unei măsurători efectuat 





momentul t şi în punctul x al unui reper adoptat 


Observăm că, în general, rezult 
mai probabile ale mărimi 
hipersupraf i 


apaţiale cât şi 
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ag in cazul 








Curbele a şi b reprezin inter 
cu plane normale la planul x0t și 
Desigur, în principiu puten face ori 
mărimi fizice atât în timp cât şi 


Practic, numărul de măsuratori este 
"tuturor" valorilor nu este 
interpolarea a două valor 

faptului că valorile sati 











in jurul supi 
"subțire" cu 





pul astfel obținu ind cu atât mai 
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1, OesenvaȚIE O exprimare mai exacta s-ar referi mai degraba la o 
combinare a măsurătorilor cu calculele matematice deoarece baza 
oricărui calcul o constituie extragerea informațiilor primare din 
realitatea fizică prin măsurători şi. prelucrări ale acestora. Cu 
alte cuvinte, urmărim ca printr-un număr de măsurători să estimăm 
valorile unor mărimi fizice şi, utilizând legile fizice sub forma 
matematică, să deducem alte mărimi. Desigur, este posibilă 
utilizarea unor rezultate cunoscute privind valorile unor constante 
de material cum ar fi de exemplu rezistivitatea, permitivitatea 
electrică sau magnetică etc. a unor materiale. 


A IPOTEZE SIMPLIFICATOARE în mod riguros, toate fenomenele din lume 
se influenţează. Arta utilizării (aplicării) legilor fizice constă 
în stabilirea acelor mărimi care sunt determinante în evoluţia unui 
experiment sau fenomen şi neglijarea mărimilor care produc efecte 
nesemnificative în raport cu scopul studiului efectuat, 

Ipotezele simplificatoare admise sunt decisive în ceea ce priveşte 
acurateţea  concordanţei dintre rezultatele teoretice şi cele 
experimentale. 

Considerarea unor ipoteze simplificatoare în descrierea 
realităţilor fizice a condus la introducerea unor idealizări care să 
reţină doar aspectele determinante pentru evoluţia fenomenelor. Astfel 
s-au introdus noţiunile de punct material şi rigid nedeformabil în 
mecanică, elementele ideale de circuit în electrotehnică şi electronică 
etc. 

O ipoteză folosită în mod curent constă în acceptarea unei anumite 
invarianţe a lucrurilor în timp deşi "nimic nu este veşnic cu excepţia 
schimbării" (Heraclid) .. 

Determinarea parametrilor (dependenţi de constantele de material) 
în scopul construirii unui model, în condiţiile existenței 
perturbaţiilor şi erorilor inerente oricărei măsurători se numeşte 
adeseori estimare a parametrilor (unui semnal sau sistem fizic). 
Această denumire sugerează implicarea metodelor statistice de 
determinare a "celor mai bune valori". 


3. EXEMPLE (1) Un exemplu tipic este măsurarea rezistenţei cu 
ohmmetrul. valoarea obţinută este utilizată pentru a calcula 
curentul prin rezistenţă dacă se cunoaşte tensiunea la borne pe 
baza legii lui Ohm i=u/R. Este clar că, scriind această relaţie, 
am făcut implicit ipoteza independenţei rezistenței de 
temperatură, de tensiunea la borne şi de timp. (între altele, aşa 
cum am mai amintit, oricât de mic ar fi curentul prin rezistenţă, 
pe aceas:a se va disipa, sub formă de căldură, o putere p=Ri?2 íw] 
ceea ce va determina cresterea temperaturii, în funcţie de 
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3,3 Anexă, câteva legi şi 


m- 
et 
rD 


oreme fizice utilizate cu 





este, pa de o parte, de a exemplifica 
e anterioare privind forma de exprimare a legilor gi 
teoremelor fizice, iar pe de altă parte de a furniza o imagine da 





ansamblu asupra comple xitāții acestora. 
A SERVATI A PE a 
1.  VBSERVAŢII (1) într-un fel, ecuaţiile 
spa a PRR şi e 





mai jos cuprind esența 
ronicii. Desigur că există şi alte ecuaţii 
a, majoritatea, pot fi deduse din cele de mai jos. soluţionarea 
za nu este totdeauna simplă dar, în multe cazuri: 
are, forma acestora se simplifică considerabil. 

















Observăm că operatorii matematici care apar în relaţii sunt 
i de umar e de lţire, de derivare şi integrare 
ă şi de mpunere a funcţiilor. 


2 LEGILE LUI Moreea, 


gB y 

VxE= — 3 YxH=I + 9 
J cond t “27 

E "i gt 


3. Ecuarrrue DE DENSITATE DE CURENT 


=ep7 (E -eV [D; (2) p] 
a ratia (2) n] 


Y cond” Jp j Ja 


4. Ecvarrme DE CONTINUITATE 
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5; ECUAȚIILE DE CURENȚI ŞI TENSIUNI DE TERMINAL 


CEN i p S 
i=j jJdA 
S 
u=fEd5 


6. Ecuatra DE ECHILIBRU TERMIC PENTRU UN DISPOZITIV; RELATIV OMOGEN, 
CU DOUĂ TERMINALE 


pe mar. cale G&[T(t)-T,]=p(t)=u(t)i(t) 


7, Izusrrarea VOLUMETRICĂ DE FORŢĂ | mar LINIARE IZOTROPE | 


F=pB--LEEVe+ 1V (ZEp-3€) ) +Ix8- 770 + 1 V (Rp 2) 


2p 
Cei şase termeni. din membrul drept reprezintă (respectând ordinea 
din ecuaţie): forța asupra sarcinii electrice, forţa datorată 


neomogenităţilor polarizării, forţa electrostrictivă (efecte ale 
câmpului electric) şi forţa asupra conductorului parcurs de curent, 
forţa datora neomogenităţilor magnetizării, forţa magnetostrictivă 
(efecte ale câmpului magnetic). 







8. BrranruL DE PUTERE ASOCIAT UNUI VOLUM DAT 


jfeaa [fe Pav JI piw | F fana 


Integrala din membrul stâng reprezintă puterea introdusă în 
volumul V prin mijloace externe. Cei patru termeni din membrul drept 
reprezintă, în ordinea din ecuație, respectiv: puterea (viteza de 
variaţie a energiei) corespunzătoare câmpului electric, puterea 
corespunzătoare câmpului magnetic, puterea disipată prin efect Joule 
(termic), puterea radiată prin suprafața care delimitează volumul 
căruia i se aplică bilanțul energetic. 

9. Forra LORENZ CARE ACTIONEAZĂ ASUPRA UNEI PARTICULE DE SARCINĂ q 

Şi MASĂ m CARE SE MIŞCĂ CU VITEZA V ÎN CÂMP ELECTROMAGNETIC 


d 
z3 —— UV) xi (E+VxB), 


Pe 
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ct 
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A 
10. VEHAIFICAȚIILE SIMBOLURILOR  Precizăm în continuare, cu titlu 


informativ, semnificaţiile mărimilor si simbolurilor din ecuațiile 
enumerate: 


D = vectorul inducție electrică; 

B = vectorul inducție magnetică; 

E = vectorul intensitate a câmpului electric; 

E, = vectorul intensitate a câmpului electric imprimat; 
H = vectorul intensitate a câmpului magnetic; 

P = vectorul polarizaţie electrică; 

M = vectorul polarizaţie magnetică; 

w = densitatea volumetrică de energie; 

p = densitatea de sarcină electrică; 

€, = permitivitatea electrică a vidului; 


Hp = permeabilitatea magnetică a vidului; 

J = densitatea de curent totală; 

Teona > densitatea curentului de conducţie; 

Ipr Ja = densităţile curenților de conducţie determinaţi de 
goluri, respectiv de electroni într-un semiconductor; 
VE) Val) = vitezele (dependente de intensitatea câmpului 
electric) ale electronilor şi respectiv golurilor; 

p,n = concentrațiile de goluri, respectiv de electroni din 
semiconductor; 

D (E) , Da (E) = coeficienții de difuzie a golurilor, respectiv 
electronilor; 

q = sarcina electrică; 

e = sarcina electronului; 
Gpı Ga = rata de generare a golurilor, respectiv electronilor; 
Upr Un rata de recombinare a golurilor respectiv electronilor; 


i = curentul de terminal (definit ca integrală pe o suprafaţă 
potrivit aleasă); 

u = tensiunea între două terminale (definită pe un drum convenabil 
ales). 

p = puterea; 


m = masa; 
vV = viteza; 
Ce = capacitatea termică a dispozitivului; 


r 
G= conductanța termică a dispozitivului; 


n 
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Teoria E a sist FAIA circuitelor a = 13 
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PEZUNAT I Ea ui oaie ger a apă ta aa PR a o a aa al 15 


în acest capitol facem o serie de conve pr privind terminologia. 
Scopul principal este să stabilim o distincție clară între realitățile 
fizice gi modelele lor matematice. Astfel, vom defini semnalele şi 
sistemele fizice drept realităţi fizice, iar semnalele şi sistemele 
(fără atributul fizic) drept modele matematice ale semnalelor şi 
sistemelor fizice. Sublinien faptul că modelarea constă în esenţă în 
aplicarea legilor fizice luând în considerare necesităţile inginereşti. 

Remarcăm plasarea oricărui model matematic între două limite, una 
inferioară sub care este prea simplu pentru a fi util într-o aplicaţie 
dată şi una superioară peste care este praa complicat în raport cu 
instrumentele de calcul de care dispunem (desigur, limita superioară 
evoluează permanent datorită progreselor tehnicilor de calcul). între 
limitele de mai sus există mai multe modele pentru o aceeaşi realitate 
fizică şi invers, există mai multe realităţi fizice care pot corespunde 
aceluiaşi model matematic, Utilizarea fără precauţii a modelelor poate 
fi o sursă de erori inadaisibile. Insistăm asupra faptului că 
"peconcordanţele" dintre teorie gi practică sunt urmarea fie a 
utilizării necorespunzătoare a unor modele, fie a utilizării unor 
modele necorespunzătoare, modelarea fiind esența artei inginereşti. 











1. SBMNIFICAȚIILE NOȚIUNILOR DE SEMNAL, SISTEM, CIRCUIT 


Noţiunile de semnal gi sistem sa utilizează în diverse accepţiuni 
care, de obicei, rezultă din context. în general, noţiunea de samnal 


[signum (lat.) = ceea ce indică ceva] semnifică o proprietate care 
conţine o informaţie, adică ceva care înainta era necunoscut. Noțiunea 
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Limbii române mo 
servind unui anumit 
ata ca, în 
Fig însoţite, şi astfel 
1, Aceste atribute 


de sistem semnifică, conform di 
unitate complexă formată din părţi d I 
scop. Caracterul general al celor două 
pa AESA cazurilor, noțiunile să f 
determinate, de atribute care să le 














nu se utilizează atunci când semnif din context 
Aia san TEMATICĂ Descrierea unei realităţi fizice folosind 
limbajul matematic, în condiţiile i unor ipoteze de lucru 





adecvate unui anumit scop, se numeşte modelare matematică. Rezultatul 
modelării reprezintă modelul matematic al acelei tăţi. Modelul 
matematic reţine aspectele esenţiale ale realităţii m ate într-o 
formă utilizabilă. Remarcăm deci că modelarea matematică implică: 

- utilizarea limbajului matematic (cu avantajele sale discutate 
anterior); 

- precizarea ipotezelor care se fac în legătura cu mărimile 
implicate în model şi adecvate unui anumit 

- scop al modelă 

Modelarea constă în esenţă în Apa a legilor fizice cu luarea 
în considerare a necesităților inginereşt 














zice 








denumim semnal fizic orice proprietate (în 
care conţine informaţii despre anumite 









ic o porţiune din natură 
care au loc interacțiuni 
cu exteriorul. 





delimitată € 
bazate pe schimb 


3. Grsreue 





Sistemele tehnice sunt sisteme 





fizice trăsătura esenţială a unui sistem tehnic, 
inclusiv lectronicii, constă în aceea că el este 
construit fi nui anumit preț de cost, pentru a fi utilizat 
într-un anumit scop, în anumite condiţii "şi cu anumite performanţe 





impuse. O fizic poate fi conside at ca fiind compus din 
subsisteme fizice, adică din sisteme fizice mai simple care 
interacționează le dintre ele. Pe de altă parte, 
orice sistem fizic at subsistem al unui sisten fizic 
care îl înglobe Descompunerea unui sistem fizic în subsisteme 
presupune prin urmare definirea (delimitarea) subsistemelor fizice care 
îl compun precum şi a modului de interconectare a acestora. 
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4. ÎxEMPLU Un amplificator electronic poate fi considerat sistem 
fizic de sine stătător, dar şi subsistem (etaj) al unei staţii de 
emisie-recepţie care, la rândul ei, poate fi subsistem al unei 
reţele de radiocomunicaţii. Un circuit integrat din amplificatorul 
considerat este subsistem al amplificatorului,dar poate fi privit 
şi ca sistem în faza de proiectare şi realizare, ţinând seama că 
este constituit din dispozitive mai simple interconectate între 
ele. Evident, tensiunile de intrare şi de ieşire ale 
amplificatorului sunt semnale fizice. 


5. CIRCUITELE ELECTRONICE Circuitele electronice sunt sisteme 

tehnice particulare pentru care mărimile fizice care le determină 
comportarea sunt curenți sau sarcini electrice şi tensiuni sau fluxuri 
magnetice asociate în mare parte (dar nu exclusiv) unor materiale 
semiconductoare. Sunt multe situații când trebuie considerate şi mărimi 
fizice de altă natură decât electrică: termică, optică, mecanică etc.. 

Un circuit electronic este, în ultimă instanţă, un sistem fizic 
constituit prin interconectarea unor subsisteme fizice denumite 
componente gi dispozitive electronice. 


1.2 Semnale şi sisteme (modele matematice) 


După cum am mai văzut, posibilitatea măsurătorilor şi cunoaşterea 
legilor fizice permit transferarea studiului realităţilor fizice în 
domeniul matematicii (desigur, în condiţiile păstrării în permanenţă 
a legăturilor cu realitatea în sensul interpretării corespunzătoare a 
rezultatelor). 

Descrierea matematică a`unui semnal sau sistem fizic respectiv 
modelarea matematică au, evident, la bază pe de o parte rezultatele 
numerice obținute prin măsurători şi, pe de altă parte, exprimarea prin 
relaţii matematice a legilor fizice într-un mod adecvat scopului 
studiului. 

Modelele matematice ale unor semnale sau sisteme fizice constau din 
orice modalitate de reprezentare sau de caracterizare a acestora 
folosind limbajul matematic. 


1. DEFTAIŢIE Convenim să denumim semnal, respectiv sistem (fără 
precizarea atributului "fizic“) şi în particular circuit orice 
model matematic al unui semnal, respectiv sistem sau circuit fizic. 


2 OBSERVATIE în multe cazuri se dovedeşte utilă şi considerarea 
unor modele matematice care nu au corespondenţi realizabili în 
realitate fizică; vom conveni să denumim şi aceste modele tot 
semale respectiv sisteme. Pe lângă avantajele conceptuale, 
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fi totugi legată de 
al unei realități fizice 
cte nu există. 


considerarea unor satipi de 
realităţile fizice. De alt 
se bazează pe idealizări: désori 





von face prin urmare o distincţie netă între cele două sensuri în 
care se folosesc noţiunile de semnal şi sistem: 
- realități fizice 


- modele matematice (cărora le corespund sau nu re 


ta 


1.3 Convenții de terminologie 


1. Ú) PRIMĂ CONVENȚIE DE TERMINOLOGIE Pentru a evita 

confuzie între cele două interpretări, vom face 
de cîte ori semnificaţia noţiunilor discutate 
claritate din context, să folosim 
noţunile de semnal, respectiv sistem 
modelele matematice să fie denumite 
circuite fără nici un alt atribut. Ac 
specificului conținutului acestei cărți I 
modelelor. Prin urmare, în marea majori e a cazuri 
semnal, sistem, circuit vor avea înţelesul de modele 
care, prin notații sau simboluri, se su 
fizică, 





orice fel de 
convenția ca, ori 
u va rezulta cu 
atunci când 
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ereaază eventual gi semnificaţia 
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2; 0 ALTĂ COKVENȚIE DE TERMIROLOGIE în definirea noţiunilor de 

semnal şi sistem s-au folosit cuvintele reprezentăr 
şi caracterizări. Modelarea unei realități fizice nu 
exact şi nici nu este necesar să se facă exact. Un 
are drept scop să descrie relativ anănu 
conveni să-l denumim reprezentare (descriere) 
caracterizare, un mod mai putin amănunţit de reflectare a unei 
realităţi fizice (fie datorită inutilităţii unei descrieri mai 
amănunțite, fie datorită imposibilității unei astfel de descrieri). 
Desigur delimitarea între reprezentări şi caracterizări nu este fermă. 
Este evident că aceleeaşi realităţi fizice îi pot corespunde mai multe 
reprezentări şi caracterizări. 


i sau descrieri 
se poata fā 
matematic care 
realitate fizică vom 
Vom conveni să denumim 











3. ÎxeuPLE (1) Un semnal (fizic) poate fi reprezentat prin 
funcţia 
s(t) = Acosut 
şi caracterizat de valoarea maximă A fără a 
variației în timp, respectiv pulsaţia. 


(2) Un circuit (fizic) poate fi reprezentat sau descris printr-o 


se preciza forma 
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ecuaţie diferenţială de forma: 

du(t)/aât + au(t) = e(t) 
unde e(t) si u(t) reprezintă respectiv mărimile de intrare şi de 
ieşire, dar poate fi caracterizat de constanta de timp t = 1/a. 


1.4 Simboluri, obiecte abstracte 


în practica inginerească se utilizează un nare număr de notații şi 
simboluri al căror rol este, între altele, de a conţine informații 
într-o manieră concentrată. în legătură cu semnalele -(fizice sau modale 
ale acestora), notaţiile utilizate pentru funcţiile (de timp şi spaţiu) 
care le descriu simbolizează, de la caz la caz: 

- mărimea fizică (semnal fizic); 

- un model matematic al acesteia cu sugerarea prin notație şi 
unităţi de măsură a semnificației fizice; 

- un model matematic din care nu rezultă aicea fizică. 


i. ÎREMPLE (1) Notaţii de felul u(t)=Acosut (VI reprezintă în 
acelaşi timp o tensiune fizică cât şi un model al acesteia, 

(2) Notaţii de forma s(t), y(t) etc. reprezintă -semnale pentru 
care nu se precizează în general semnificaţia fizică, ceea ce 
contează fiind doar forma de variaţie. Deşi variabila t sugerează 
timpul, acest lucru poate să nu fie esenţial. 


în ceea ce priveşte sistemele fizice sau modelele acestora, vom 
remarca faptul că unele simboluri cum ar fi cele alè componentelor şi 
dispozitivelor care compun circuitele electronice (fizice) coincid cu 
simboluri ale modelelor matematice. Este, deci, necesară atenţie pentru 
a nu se face confuzii între realitatea fizică şi modelele matematice 
ale acesteia. 

Ca şi în cazul semnalelor, putem enumera trei feluri de simboluri: 

- simboluri ale obiectelor fizice (în particular componente şi 
dispozitive electronice) ; 

- simboluri ale unor modele idealizate ale obiectelor (în 
particular componente şi dispozitive) care conţin- informaţii despre 
natura fizică a mărimilor implicate în model. Aceste simboluri 
(idealizări) se numesc obiecte abstracte. Obiectele ahstracte utilizate 
cu precădere în electronică sunt denumite elemente de circuit; 

- simboluri ale unor relaţii matematice (de exemplu elementele 
grafurilor de semnal: sumatoare, integratoare, întârzietoare etc., 
pentru care semnificaţia fizică a variabilelor nu este precizată). 
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ÎxEMPLE (1) Un exemplu simplu, dar edificator, privind 
posibilitatea confuziilor este legat de semnificaţia simbolului din 
Fig.1.a. Simbolul reprezintă în acelaşi timp o componentă (sistem 
fizic) cât şi modelul matematic (obiect abstract=element de 
circuit) al acesteia (simbolul relaţiei u=Ri), valabil în anumite 
condiţii restrictive şi anume la amplitudini şi viteze mici de 
variaţie ale tensiunii şi deci ale curentului. 


u(t) 
x HO 


i) 
e M Fa L | 
a na l 
b 





Fig.i. a. Simbol de componentă (rezistor) şi de model; b. Model valabil 
la frecvențe mari; c. Alternativă de reprezentare a relației între u(t) 
şi i(t) pentru cazul b. 


Modelul matematic al unui rezistor la frecvențe mari, prezentat 
în Fig.1.b este însă complet diferit de modelul rezistiv. Este 
vorba de un model matematic pentru care dependența dintre curentul 
şi tensiunea la borne se exprimă folosind şi operatorii de derivare 
şi de integrare pe lângă cel de înmulțire cu o constantă. Modelul 
poate consta dintr-o conexiune serie-paralel de elemente de circuit 


(obiecte abstracte) care, în fond, simbolizează următoarele relații 
matematice: 





t 
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Trebuie să subliniem că acesta este încă un model foarte simplu, 
în care apar trei elemente de circuit. Modele mai complicate vor 





1 în mod riguros, datorită efectului pelicular care constă în 


distribuţia neomogenă a liniilor de curent în interiorul rezistorului, 


la variaţii rapide ale curentului şi tensiunii, rezistenţele din cele 
două modele diferă. 
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tine seama de dependența de frecvență a valorilor elementelor, de 
caracterul neliniar al acestora, de dependenţa de temperatură etc. 
iar în ultimă instanţă, modelul va conţine informaţii despre 
caracterul distribuit în spaţiu al rezistorului (forza sa şi a 
obiectelor care îl înconjoară), prin utilizarea derivatelor 
parţiale. Oportunitatea adoptării unor astfel de modele este o 
problemă care depinde, în mare parte, de experienţă. Remarcăn că, 
în lipsa unor precizări, Fig.1.b poate fi interpretată şi ca 
reprezentând conexiunea a trei componente fizice: o rezistenţă, o 
bobină şi un condensator. în cazul nostru simbolurile sunt elemente 
de circuit descrise respectiv de relaţii de forma u=Ri, u=Ldi/dt, 
i=Cdu/ât. 

(2) Un alt exemplu care pune în evidenţă posibilitatea 
ambiguităţii interpretărilor datorate simbolurilor este prezentat 
în Fig.2. Remarcăn că elementele din Fig,i. simbolizează relaţii 
algebrice şi diferenţiale între curenţi şi tensiuni, 

(3) Grafurile de semnal sunt. exemple tipice de reprezentări în 
care semnificaţiile fizice nu sunt esențiale. 

(4) Simbolurile elementelor logice utilizate în tehnicile 
digitale reprezintă în esenţă relaţii matematice, valabile în 
anumite condiţii impuse nivelelor şi vitezelor de variaţie ale 
mărimilor fizice de intrare care pot fi mărimi electrica, dar şi 
de altă natură, de exemplu mecanica, hidraulice etc. 








d. 


Fig.2. a. Circuit fizic; b. Model al circuitului fizic din fig.a (se 
remarcă identitatea reprezentărilor); c,d. Modele mai precise ale 
circuitului din fig.a. 
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ÎNTRE MODELE ŞI REALITĂŢI FIZICE 





1 CEMNALE CAUZĂ ŞI EFECT Comportarea unui sistem tehnic fizic este 
guvernată de un număr de legi fizice care leagă între ele semnale 

fizice de interes ce pot fi puse în evidenţă în interiorul şi la 

nivelul suprafeței de separare a sistemului fizic de exteriorul său. 
Cunoaştem, deci, sistemele fizice prin intermediul semnalelor 






ajoritate a cazurilor, într-un sistem fizic pot fi puse 
ale fizice cauză (de intrare sau excitaţii) şi semnale 
ieşire sau răspunsuri)?. în general, vom cunoaşte un 
ă vom şti cum răspunde sistemul la semnale fizice cauză 
altă parte, generarea unor semnale fizice nu poate fi 
de către sistemele fizice şi prin urmare proprietăţile 
ice vor depinde de proprietăţile sistemului care le 
rice semnal fizic este ieşirea unui sistem fizic.) Astfel, 
în multe cazuri, vom putea obţine informaţii utile despre semnale 
studiind sistemele care le generează. 
R ] studiul semnalelor fizice este util să se facă în 
nele fizice care le-au generat; studiul sistemelor 
în mare parte studiul dependenței şi proprietăţilor 



















semnale] ze cauză şi efect. 

2. LOMPRTIPILITATE SEMNAL” SISTEM Să ne închipuim un sistem fizic 
pei re punem în evidenţă un semnal fizic de intrare (cauză) 

şi unul ieşire (efect). Modelul matematic al acestei realităţi 

fizice este constituit din modelele semnalelor fizice de intrare (am 

convenit să le numim "semnale") şi din modelul sistemului fizic (am 

convenit să-l] 


>numim "sistem"). Pentru fixarea ideilor vom considera 
reprezentate prin funcţii de timp şi de coordonate 
spaţiale, ial istemul printr-un set de ecuații care leagă semnalele 
de intrare (cauză sau excitaţii) de cele de ieşire (efecte sau 
răspunsuri), Este evident că modelele semnalelor de intrare şi de 
ieşire şi modelul sistemului trebuie să fie compatibile. Aceasta 
înseamnă că funcţiile care reprezintă semnalele de intrare trebuie să 
se afle în domeniile de definiţie ale operatorilor din ecuaţiile care 
descriu sistemul. (Cu alte cuvinte, operatorii să "accepte" să 

acţioneze asupra semnalelor excitație.) 
în plus, dacă sistemul este constituit din subsisteme, modelele 
bsisteme trebuie să fie compatibile atât cu sennalele 


că semnalele 


| 





adoptate pentru si 
cât şi cu inti 
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ducă la condiţii contradictorii). 


J; EXEMPLE (1) Incompatibilitatea semnal de intrare-sistem: 
Caracteristica intrare-ieşire a unui sistem este prez f 
Fig.3. Modelul sistemului este incompatibil cu orice semnal de 
intrare având valori care depăşesc +B. 

(2) Incompatibilitatea interconexiunilor între două su 
Conectarea ieşirii unui sistem caracterizat de o de 
intrare-ieşire de aceeaşi formă cu cea din Fig.3 dar cu valoarea 
pragului mai mare decât B, cu intrarea sistemului din figură 
incompatibilă căci pot exista semnale de intrare pentru care nu 
există ieşire (incompatibilitate  semnal-sistem). în fond 
incompatibilitatea conexiunilor se reduce la incompatibilitate; 
semnal-sistem. 








sisteme 


pendenta 








Prin introducerea unor restricţii asupra semnalelor de intrare 
unele incompatibilităţi pot fi eliminate. în cazul în care acest 
nu este posibil trebuie reluat procesul modelării. 





2.1 Factori de care depinde adoptarea unui model 


Un model este o reprezentare concentrată a unei realităţi fizice 
(semnal sau sistem fizic) care permite extragerea (mai simplă sau mai 
mai putin simplă) a tuturor informaţiilor de interes privind acea 
realitate. Adoptarea unui model într-o aplicaţie inginereas es 
problemă dificilă, rezolvarea ei ţinând de domeniul artei inginere 
Din nefericire, nu se pot da reţete de adoptare a unui model, Pent 
o aplicaţie dată nu se poate vorbi despre cel mai bun model ci 
despre cel mai potrivit model pentru respectiva aplicaţie 
unui model este determinată, în mod esenţial, de scopul în care 
va fi utilizat, de precizia dorită, de ipotezele în care A 
de gradul de cunoaştere a legilor fizice care guvernează fenomenele 











studiate, de 
tehnicile de 
măsură şi de Y 


calcul de care 
se dispune şi, 


nu în ultimul -B y=0 le|<B 
rând de E ANRE 1 AR. y >0 e =R 
experienţă (nu y<0 $ B 
strică şi puțin 
noroc !). 

Complexitatea 
oricărui model Fig.3. Caracteristică intrare-ieşire a unui sistem 


se va situa simplu. 
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întotdeauna între două limite a Inferioară, sub care modelul este 

dictiv şi una superioară peste 
ea fi utilizat în condiţiile de 
va fi cel care satisface cel mai 
adecvat. aplicaţiei pentru care a 













prea simplu 





care di 
bine cosg 


fost adoptat 


n 
itație) şi 
sa semnalelor de 


ung 
ine . 


izice, forma tensiunii 
nică. Presupunând că 
astă tensiune să se 
trebuie să determine 
aloar i AP lsaţia 0. Pe de altă 
parte, un astfel de model nu ia în considerare nici eventualele 
zonectării la reţea a divergilor 

t cu cosinusoida 





sta este 
reprezentând 
aşi fir pentru 
re! şi este mult mai 
-a mai amintit, luarea în 















e $ hiar optice (emisia de 
um 
derivate 
1, analiza unei realităţi fizice se face 





derivate unele din echivalente sau 
evidență a unuia sau altuia dintre aspectele 
ucrărilor matematice 

sune problema eliminării informaţiei 
ctică concretă, în scopul simplificării 


de interes şi, de 





rezultat în prima fază 
imar, obținute prin 
informatiei inutile din 








imare gi cele derivate sunt 
racte (elemente de circuit) 
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reprezentate de ecuații diferențiale sau algebrice. 


1- Exerre (1) Semnalul obținut la iegirea unui redresor monofazat 
alimentat cu un semnal armonic la intrare are forma din Fig.4.a. 
în cazul în care acest semnal modelează tensiunea de alimentare a 
unui aparat de măsură care reacționează la valoarea medie, un model 
derivat este reprezentat de semnalul constant corespunzător valorii 
medii (reprezentat punctat în figură). 
(2) Circuitul din Fig.4.b este descris de ecuațiile 
diferențiale: 


po u, (t) -Gu, (t) =e (t) 


(2) 


d a 
Gu (t) + (2G+C-z) Ua (t) -Gu (t) =0; g 
d 


-Gu (t) + (G+c E) u(t) =0 


Un model derivat pentru acest circuit, este cel obţinut prin 


eliminarea variabilelor u, şi u., presupunând că mărimea de interes 
este u: 


3 dult) 2a d?u(t) 2 du(t) g3 =Q3 
Cc ase +5C ca +6 CG JE +G'u(t) =G?e(t) (3) 


Acest model poate corespunde şi altor structuri, diferite de cea 
din Fig.4.b, ale căror comportării sunt descrise de ò ecuaţie 
diferenţială de aceeaşi formă cu (3). 


u(t) 







Um Um 
La e(t) uy | Cc uz| c u| C 


Fig.4. a. Semnal simplu redresat al cărui model (derivat), în anumite 
condiții poate fi constituit din valoarea sa medie; b. Circuit pentru 
care un model derivat este ecuația (3). 
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3. TEORIE ŞI PRACTICĂ 


Din cele de mai sus rezultă că aceleeaşi realităţi fizice îi pot 
corespunde mai multe modele. Este adevarată şi afirmaţia reciprocă: un 
model matematic poate corespunde mai multor realităţi fizice deoarece 
procesul modelării semnalelor şi sistemelor fizice implică un anumit 
grad de abstractizare, în urma căruia se pot chiar elimina informaţiile 
despre natura fizică a mărimilor considerate. Pe de altă parte, 
cunoaşterea naturii fizice a mărimilor modelate pernite o interpretare 
corectă a rezultatelor şi eventuala eliminare a acelora care nu au sens 
fizic. 


3,1 Teorie 


se întâmplă să auzim, uneori, persoane mai mult sau mai puţin 
ignorante, formulând păreri de tipul: "asta-i teorie, în practică 
lucrurile stau altfel!" Explicaţia existenţei unor astfel de 
păreri constă în neconcordanţa observată uneori între rezultatele 
teoretice şi cele experimentale. Pentru a explica lucrurile, să 
precizăm, pe scurt, ce este o teorie şi ce legătură are cu modelarea 
de care ne ocupăm. 

O teorie ştiinţifică urmăreşte să stabilească legături între 
evenimente deci, de fapt, între semnale fizice, legături exprimate în 
esenţa sub forma dacă... atunci... . Prin urmare, o teorie are drept 
scop să anticipeze rezultate experimentale viitoare folosind modele 
validate de rezultate experimentale trecute. Cu alte cuvinte, o teorie 
este o descriere scurtă care permite generarea datelor experimentale 
fără efectuarea experimentului. în mare, o teorie reprezintă o schemă 
de definiţii şi clasificări. Definiţiile sunt convenţii pentru a folosi 
cuvinte sau fraze cu scopul de a avea posibilitatea de a decide dacă 
ceva aparţine sau nu clasei definite. Clasificările bune sunt cele care 
conduc la teorii fructuoase. Rezultă că neconcordanţa dintre teorie 
şi practică este o falsă problemă atât timp cât baza oricărei teorii 
o constituie rezultatele practice, experimentale. Neconcordanţele care 
apar între rezultatele experimentale şi cele "teoretice" au la bază 
fie: 

- utilizarea unui model necorespunzător fie 

- utilizarea necorespunzătoare a unui model bun. 

Introducerea conceptului de obiect abstract permite o combinare a 
modurilor de a gândi fizic şi matematic. Astfel, o persoană cu 
înclinații spre- partea practică va avea tendinţa de a-şi explica 
fenomenele fizice prin metode intuitive, mai apropiate de aspectul 
fizic. O astfel de persoană va "vedea" un condensator "încărcat" cu o 
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sarcină electrică precum un vas umplut cu lichid. O persoană cu 
înclinații matematice va vedea condensatorul ca un obiect descris de 
ecuaţia i=Cdu/dt=dqg/dt, toate proprietăţile acestuia rezultând din 
această relaţie. Desigur că este preferabilă combinarea celor două 
moduri de a gândi. Pe de altă parte, funcţionarea unui filtru digital 
este destul de dificil să fie interpretată "fizic", acesta fiind prin 
excelenţă un obiect construit pentru a realiza anumite relaţii 
matematice impuse între semnalele de intrare şi de ieşire. 


3.2 Teoria semnalelor, sistemelor, circuitelor 


Din momentul stabilirii modelelor matematice cu care descriem o 
realitate fizică suntem, de fapt, în domeniul matematicii. (Nu trebuie 
însă să uităm nici un moment de semnificaţiile fizice ale mărimilor cu 
care lucrăm; sarcina inginerului este, din acest punct de vedere, mai 
complexă decât a matematicianului). 

Modelele matematice care descriu diferite realităţi fizice au o 
serie de proprietăţi care sunt independente de natura fizică a 
realităţilor modelate. Aceste modele se studiază cu metode matematice 
care pun în evidenţă proprietăţi specifice care depind, exclusiv, de 
aspectele matematice ale descrierilor. 

Totalitatea metodelor şi a proprietăţilor deduse folosind aceste 
metode (independente de realităţile fizice pe care eventual le pot 
reprezenta) constituie esenţa teoriei semnalelor precum şi a teoriei 
sistemelor, în cadrul acestor teorii, se lucrează cu modele, de multe 
ori, fără a se ţine seama de suportul fizic al acestora. De exemplu, 
descompunerea unui semnal în semnale mai simple sau a unui sistem în 
subsisteme (care pot avea sau nu un corespondent în realitatea fizică) 
sunt operaţii care se fac la nivel de model, dar care pot avea 
implicaţii esenţiale în privinţa aplicaţiilor în realitatea fizică. 
Modul de a gândi "de la model spre realitatea fizică” este în momentul 
de faţă foarte profitabil. 

Teoria semnalelor are drept scop reprezentarea, caracterizarea 
semnalelor şi studiul transformărilor acestora. 

Teoria sistemelor este o disciplină care îşi propune să creeze o 
bază abstractă comună şi un cadru unificat de noţiuni necesare 
studiului comportării diferitelor tipuri de sisteme. 

Aspecte specifice ale modelării circuitelor fizice din electronică 
şi electrotehnică reprezintă substanţa teoriei circuitelor. în general, 
putem spune că teoria sistemelor include teoria circuitelor. Teoria 
circuitelor dispune însă de o serie de metode şi tehnici specifice de 
abordare şi din acest motiv se tratează, de obicei, separat. Pe de altă 
parte, punctul nostru de vedere va fi acela de a prezenta aceste metode 
specifice în contextul noţiunilor generale legate de teoria sistemelor, 
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subliniind atât specificul "de circuit" cât şi încadrarea problematicii 
circuitelor în teoria generală a sistemelor. 

Un exemplu care poate fi în acelaşi timp şi argument în favoarea 
teoriei îl constituie faptul că, în momentul apariţiei dispozitivelor 
semiconductoare, teoria circuitelor (care cuprindea instrumentele de 
lucru cu modelele tuburilor), era suficient de dezvoltată pentru a se 
putea adapta la specificul modelelelor tranzistoarelor şi ale 
celorlalte dispozitive semiconductoare. 


3.3 Precauţii privind utilizarea modelelor 


în utilizarea modelelor sunt, necesare o serie de precauţii cu 
scopul evitării unor situaţii de tipul următor: 

- modelul cu care se lucrează a fost determinat în ipoteze 
simplificatoare care nu sunt satisfăcute în cazul aplicaţiei date (este 
suprasimplificat sau, în cazul modelării sistemnelor fizice, nu este 
valabil pentru clasa semnalelor de intrare aplicate); 

- modelul iniţial a fost bun,dar pe parcurs s-au făcut aproximări 
nejustificate; 

- modelul este prea complicat pentru a putea fi determinat sau 
prelucrat cu mijloacele de calcul* de care dispunem; în astfel de 
situaţii se va recurge la determinări experimentale fără utilizarea 
modelelor. 

Din cele de mai sus se desprinde necesitatea folosirii cu mult 
discernământ a modelelor pentru ca acestea să fie utile în prezicerea 
corecta a unor rezultate experimentale ulterioare. Se poate spune că, 
în mare parte, ingineria este arta construirii şi utilizării modelelor. 


4. REZUMAT 


Modelarea matematică reprezintă descrierea unei realităţi fizice 
folosind limbajul matematic în condiţiile precizării unor ipoteze 
corelate cu un scop. În esenţă modelarea constă în aplicarea legilor 


3 Ca o curiozitate privind limitările fundamentale ale puterii de 
calcul menţionăm limita Bremmerman: ţinând seama de structura atomică 
a materiei şi presupunând că fiecare atom ar putea transmite sau 
procesa informaţie independent, se ajunge la concluzia că nimic făcut 
din materie (calculator sau creier) nu poate procesa informaţie cu o 
viteză mai mare de 2x107 biţi/gram.secundă. în aceste condiţii, un 
calculator de dimensiunile planetei Pământ ar fi putut procisa, de la 
începuturile acestuia (acum 10: ani) cel mult...10*> biţi! 
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fizice cu luarea în considerare a necesităților inginereşti, 

Definim semnalele fizica ca fiind proprietăți fizice care conțin 
informaţii despre anumite realități fizice de interes, iar sistemele 
fizice ca porţiuni din natură delimitate de suprafeţe fictive prin care 
au loc interacțiuni cu exteriorul. Sistemele tehnice sunt sistexe 
fizice particulare, iar circuitele electronice sunt sisteme tehnice 
particulare. 

Definim semnalele respectiv sistemele (în particular circuitele) 
ca fiind modele matematice ale semnalelor, sistemelor şi circuitelor 
fizice. 

Insistăm asupra necesităţii de a face o distincţie clară între 
realităţile fizice şi. modelele lor matematice cu atât mai mult cu cât 
simbolurile utilizate (pentru sisteme) sunt uneori ambigui din punctul 
de vedere al semnificației, ele putând reprezenta: 

a) obiacte fizice, 

b) obiecte abstracte (modele idealizate conţinând informaţii despre 
natura fizică a mărimilor implicate), 

c) relații matematice între variabile a căror semnificație fizică nu 
este precizată. 

Facem o distincţie între reprezentări şi caracterizări. 

Semnalele care descriu comportarea unui sistem pot fi împărțite în 
semnale cauză, de intrare sau excitaţii şi semnale efect, de ieşire sau 
răspunsuri. între semnale şi sistemele cărora acestea le sunt atagate 
trebuie să existe compatibilitate din punctul de vedere matematic. 
Modelele semnalelor fizice depind de modelele sistemelor fizice şi 
reciproc. 

Din punctul de vedere al complexității, orice model se va plasa 
între două limite în afara cărora nu este util. 

Modelele primare sunt cele obţinute în prima fază a modelării,lar 
modelele derivate rezultă din cele primare prin eliminarea 
informaţiilor inutile şi organizare convenabilă. Rezultatele teoretice 
vor corespunde cu cele practice în toate cazurile în care modelarea s-a 
făcut corect. Utilizarea modelelor este esenţa artei inginereşti. 
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în acest capitol facem câteva consideraţii generale valabile atât 
pentru semnalele cât şi pentru sistemele fizice. Acestea vor fi 
denumite generic realități fizice. Urmărim să punem în evidenţă, ceva 
mai precis, relaţiile dintre realităţile fizice şi modelele lor 
matematice. Observăm că, deşi sunt deosebite, problemele legate de 
modelarea semnalelor şi a sistemelor prezintă puncte comune. 

Precizăm semnificaţiile noţiunilor de analiză şi sinteză, punând 
în evidență atât realităţile fizice cât şi modelele. Prezentarea 
oricărui subiect tehnic, inclusiv din electronică, trebuie să 
stabilească relaţii între realităţile fizice, modelele acestora şi 
aspectele aplicative, economice etc. Deoarece noi vom pune pe primul 
loc modelele matematice, vom trece în revistă, succint, conceptele 
matematice de mulţime, relaţie, aplicaţie. 


Í. DE LA REALITATEA FIZICĂ LA COMPORTARE ŞI INVERS 
1,1 0 schemă simplă şi una mai detaliată 


i. O OCHEMA SIMPLĂ în general, a analiza înseamnă a cerceta de 
aproape un întreg şi de a examina fiecare element în parte. Sinteza 
este antonimul analizei: a sintetiza înseamnă, în general, a realiza 
un întreg din elementele constituente. 
în ceea ce priveşte accepțiunea în care sunt utilizate rele două 
noțiuni în inginerie, o primă imagine este oferită de schema următoare: 


wo Onna 


n Ow 


Hp ont 
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analiza 
realitate  -------—————————— > comportare (calculată) 
fizică Coon comportare (impusă) 
sinteza 
(proiectarea) 


Prin urmare, analiza constă în determinarea comportării unei 
realităţi fizice (semnale şi/sau sisteme fizice) în timp ce sinteza şi 
proiectarea, constau în determinarea unei realităţi fizice care să se 
comporte într-un mod impus. 

în principiu, performanţele dorite, care constituie punctul de 
plecare într-un proces de sinteză sau proiectare, pot fi atinse, în 
anumite limite de precizie, prin realizarea mai multor realități fizice 
distincte: vor exista astfel, în marea majoritate a cazurilor, mai 
multe soluţii. 


2, OBSERVAŢIE Uneori sinteza este denumită proiectare şi invers. 
Asemănările şi deosebirile dintre sinteză şi proiectare vor fi 
discutate ulterior. Specificul analizei şi sintezei în inginerie 
şi, cu deosebire, în electronică îl constituie faptul ambele 
presupun existenţa unor modele matematice ca etape intermediare 
între realitatea fizică şi comportarea acesteia. 






e 


3: 0 SCHEMĂ MAI DETALIATĂ în continuare este prezentată o schemă 
mai detaliată din care rezultă că, atât în cazul semnalelor, cât 
şi al sistemelor fizice, analiza şi sinteza, respectiv proiectarea, au 


două părți determinate de utilizarea modelelor matematice în etapele 
intermediare. 
analiza 

——— aa a aa ae S e e R S S S S S GS S S S S S e E S O S SAS a o a m a o e a a S > 
realitate modelarea modele matematice -=--> comportare 
fizică -=--> şi relaţii între ele analiza calculată 
(semnale (modele matematice propriu- 
şi sisteme primare şi derivate) zisă comportare 
fizice) <=--- <--- impusă 

realizarea sinteza 

(implementarea) propriu-zisă 
C a a ma me a aane sa aam mae a me aam sam men e ae mas o mmm 


sinteza (proiectarea) 


4. (COMENTARII Cele două părţi ale analizei corespund respectiv 
trecerii de la realitatea fizică la modelele matematice si analizei 
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stor modele”. 

oces invers analizei, comportă de asemeni cele două 
etape parcurse în sens invers. în legătură cu terminologia, sinteza 
sistemelor este, în esenţă, echivalentă cu proiectarea dar, de cele mai 
multe ori, denumirea de sinteză este rezervată procedeelor care 
folosesc în mod deosebit instrumentul matematic (ponderea etapei de 
trecere de la specificaţia comportării impuse la modelul matematic care 
urmează a fi implementat fizic este mare). Există însă multe situaţii 
când, datori complexităţii modelelor precum gi a proceselor 
tehnologice, 


5” 
Sinteza, ca p 











utilizarea exclusivă a instrumentelor matematice nu este 
suficientă, fiind necesară apelarea la non 
etc.. 


rograme, diagrame, recomandări 






zentată anterior, partea stânga corespunde relației 
model matematic (modelare respectiv realizare) în 
a dreaptă corespunde relației model matematic - comportare 
(analiză emite sinteză), delimitarea la nivelul central nefiind 
însă fermă. (Ne reamintim că am denumit model primar primul model 
rezultat în urma modelării, modelele rezultate în urma prelucrărilor 
ulterioare numindu-se modele derivate) 





a! : A nea 
5. UBSERVAȚIE Există situaţii când, de exemplu, un semnal fizic este 


i se face un model matematic ("analiza” armonică a 
jice folosind voltmetrul selectiv sau analizorul 
convențiilor noastre de terninologie, o astfel 











je oare) va fi considerată modelare în urma căreia 
rezult model matematic primar. Pe de altă parte, teoria 
semnalelor, sistemelor şi circuitelor studiază în mare parte 
propriet le modelelor matematice, respectiv partea dreaptă a 


Acesta va fi, în general, şi punctul nostru de vedere 
a nu rupe teoria de practică vom face incursiuni şi 
in stânga diagramei. 








a schemei, nici aceasta nu este 











netă tre analiză şi sinteză exista legături, de multe ori sinteza 
+ în literatură există o anumită ambiguitate în privinţa 
semnificaţii noțiunilor de analiză şi sinteză: acestea se referă 






Xe 


uneori la realități fizice şi alteori la modele. Convențiile noastre 
de terminologie au drept scop eliminarea acestor ambiguităţi. Astfel, 
analiza semnalelor va fi privită ca parte a analizei semnalelor fizice, 
iat analiza sistemelor ca parte a analizei sistemelor fizice (analiza 
propriu-zisă). La fel sinteza semnalelor şi sinteza sistemelor vor fi 

or şi sistemelor fizice (sinteza 


















considerate părţi ale sintezei semnalel 
propriu-zisă 
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implicând analiza şi invers. 


Atât analiza cât şi sinteza sau proiectarea presupun permanente 


treceri de la simplu la complex şi reciproc. 


6. 


ExeuPLu Modelul unui tranzistor este suficient de complicat, dar 
o conexiune ingenioasă de tranzistoare, rezistoare şi condensatoare 
se comportă ca un amplificator care, în anumite condiţii 
restrictive pentru semnalele de intrare, are un model extrem de 
simplu: ieşirea este proporţională cu intrarea. Acest model este, 
în fond, rezultatul furnizat de ecuaţiile (mult mai complicate) ce 
modelează dispozitivele care compun amplificatorul. Pe de altă 
parte modelele tranzistoarelor sunt constituite din interconeziuni. 
de elemente care au, fiecare în parte, descrieri relativ simple. 


1.2 Analiza şi sinteza semnalelor fizice 


13 


ARALIZA O privire generală asupra problematicii analizei si 

sintezei semnalelor este oferită în continuare. 

Analiza unui semnal (fizic) înseamnă în general: 

(1) modelarea (trecerea de la semnalul fizic la modelul 
matematic) care constă din: 

- măsurarea parametrilor de interes în limitele unei  enunite 

precizii adecvate scopului şi i 

- stabilirea modelului matematic primar (semnal) şi organizarea 

acestuia într-o formă convenabilă (modele matematice derivate, de 

obicei funcţii de timp şi/sau spaţiu) între altele gi prin 

eliminarea informaţiilor inutile; 

(2) analiza propriu-zisă (a modelului) care constă din: 

- caracterizarea şi descompunerea semnalului în semnale mai 

simple, determinarea proprietăţilor şi 

- prelucrarea semnalului, adică studiul transformărilor pe care 

acesta le suferă la trecerea prin anumite sisteme. 


SINTEZA Sinteza unui semnal (fizic) este procesul invers analizei 

şi constă, în general, din: 

(1) sinteza propriu-zisă (reprezentarea într-un mod convenabil a 
modelului matematic) adică: 

- stabilirea semnalelor din care se va compune semnalul dorit şi 

a modului în care se combină acestea şi 

(2) generarea semnalului fizic de către un sistem care îl 

realizează, eventual din semnalele constituente. 
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1.3 Analiza şi sinteza sistemelor fizice 


E ANALIZA Tot la modul general, analiza sistemelor, deci şi a 
circuitelor, comportă două etape (a căror separare nu este fermă): 
(i) modelarea (trecerea de la realitatea fizică la modelele 

matematice) care constă, în general, din: 
- măsurarea semnalelor fizice de intrare şi a parametrilor 
necesari modelării sistemului; 
- stabilirea modelelor matematice ale semnalelor (fizice) de 
intrare şi a modelului primar al sistemului; 
(2) analiza propriu-zisă (a modelului matematic) constând 

din: 

- analiza semnalelor de intrare; 
- prelucrarea modelului primar al sistemului obținându-se modele 
derivate; 
- caracterizarea şi determinarea proprietăţilor; 
- determinarea răspunsului la semnalele de intrare de interes. 


2: SINTEZA Sinteza sistemelor fizice este procesul invers analizei 
şi, din nou la modul general, constă din: 
(1) sinteza propriu-zisă având drept faze: 
- aproximarea (trecerea de la specificaţii la un model matematic 
convenabil) adică: stabilirea performanţelor pe care trebuie să le 
îndeplinească sistemul în concordanță cu condițiile de 
realizabilitate fizică şi determinarea unui model matematic iniţial 
(primar) pe baza adoptării subsistemelor simple (componente şi 
dispozitive în cazul circuitelor electronice) din care va fi 
construit sistemul fizic; 
— determinarea schemei de conexiuni; 
(2) implementarea (realizarea fizică) constând din: 
- adoptarea dispozitivelor fizice, analiza teoretică a comportării 
(utilizând modele adecvate ale dispozitivelor), determinarea 
performanţelor și optimizarea acestora; 


- reluarea sintezei dacă rezultatele nu satisfac condiţiile 
impuse. 


1.4 Optimizarea 


Conceptul de optimizare este, de asemenea, un concept general. 
Orientativ, facem câteva consideraţii în continuare. Procesul de 
sinteză a unui semnal sau sisten fizic are ca etapă finală realizarea 
sau implementarea. în această etapă, un model matematic trebuie 
transferat în realitate fizică utilizând subsisteme fizice. Modelele 
acestora nu sunt întotdeauna în corespondență perfectă cu modelele 





ei 
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rezultate în urma sintezei. Deviaţiile modelelor existente în raport 
cu cele ideale folosite în procesul sintezei pot conduce la deviații 
ale comportării obţinute în raport cu cea dorită. Corectarea acestor 
deviații ţinând seama de modelele reale ale elementelor fizice 
utilizate în implementarea lor constituie etapa optimizării. 

în fond optimizarea pleacă de la analiza realităţii fizice 
obţinute, analiză în care se ţine seama de toate neidealirăţile care 
au fost neglijate în procesul sintezei. Eşecul operaţiei de optimizare 
va determina reluarea fie a sintezei propriu-zise fie numai a etapei 
realizării, etapă în care se vor folosi componente de calitate 
superioară, cu caracteristici mai apropiate de cele considerate în 
procesul sintezei. Optimizarea se poate referi şi la aspecte strict 
matematice legate de determinarea anumitor valori, funcţii, funcţionale 
sau operatori, 

Din punct de vedere matematic, optimizarea constă în minimizarea 
unei sau unor funcţionale "de cost”. Funcţionalele respective 
reprezintă, de multe ori, o măsură a deviaţiei performanţelor realizate 
în raport cu cele dorite. 


i Eee (1) în urma sintezei unui filtru pasiv, compus din 
rezistoare, condensatoare gi bobine, circuitul care trebuie 
realizat va necesita componentele respective cu valorile rezultate 
din sinteză. Pe de altă parte, condensatoarele şi bobinele au 
pierderi care sunt luate în considerare prin rezistoare conectate 
în paralel cu condensatoarele, respectiv în serie cu bobinele 
ideale. Analiza circuitului în care se ţine seama de neidealităţi 
conduce. la caracteristici diferite de cele dorite. în uma 
procesului de optimizare, valorile rezistoarelor , condensatoarelor 
şi bobinelor se vor modifica uşor astfel încât caracteristicile 
filtrului real să fie cât mai apropiate de cele impuse. 

(2) în urma sintezei unui circuit digital se pune problema 
minimizării numărului de porţi şi/sau de capsule utilizate. Suntem, 
de asemenea, în cazul unei probleme de optimizare. 


1,5 Nivele de aproximare în analiză 


Analiza oricărei realităţi fizice (semnale şi/sau sisteme fizice) 
implică, în mod inerent, existenţa unor aproximări . 

- Primul nivel de aproximare îl constituie însăşi adoptarea 
modelului primar care trebuie să satisfacă compromisul precizie- 
simplitate. Sunt situaţii când, odată adoptat un model, determinarea 
comportării pe baza acestuia se poate face exact, fără aproximări 
suplimentare. în general însă, determinarea comportării se face 
aproximativ datorită imposibilității sau inutilităţii soluționării 
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exacte a relațiilor care constituie modelul primar. 

- Al doilea nivel la care se fac aproximări este acela al 
trecerii de la modelul primar la modelele derivate (care pot conține 
simplificări în raport cu cel primar). 

- în sfârşit, soluționarea modelului derivat implică un al 
treilea nivel de aproximare, situaţiile când aceasta se poate face 
exact, putând fi considerate mai degrabă excepţii în cazul unor modele 
mai complicate. De obicei, în cadrul celui de-al treilea nivel de 
aproximare, un rol esenţial îl au metodele numerice care, aşa cum se 
va vedea mai târziu, pot fi considerate tot modele matematice derivate. 

Hu întotdeauna cele trei nivele de aproximare pot fi puse în 
evidenţă în mod distinct, acestea putând prezenta suprapuneri mai mult 
sau mai puţin pronunţate. 


i. Ezere (1) Determinarea valorii la momentul t=5s a unui semnal 
reprezentând o tensiune constantă u(t)=10V, YteR este imediată şi 
nu implică alte nivele de aproximare decât, eventual, cel din faza 
modelării (ipoteza caracterului constant pentru orice valoare reală 
a timpului şi a cunoaşterii precise a valorii, egală cu 10V). 

(2) Determinarea valorii semnalului u(t) 

u(t)=$ Asin(nt) 
n=0 n 
pentru t=10s de exemplu, implică, pe de o parte, trunchierea seriei 
la un număr finit de termeni şi, pe de altă parte, calculul valorii 
la t=10 a fiecărui termen prin trunchierea seriei Taylor 
corespunzătoare funcțiilor sinus, etapă în care se fac din nou, 
evident, aproximări. 

(3) Determinarea răspunsului unui circuit fizic constând dintr-o 
sursă de tensiune care debitează pe o grupare serie constând dintr- 
un condensator şi o diodă implică, pe de o parte, aproximările la 
nivelul etapei de modelare a componentelor utilizate şi, pe de altă 
parte, a semnalului fizic de intrare. Ecuația diferențială care 
rezultă este de forma: 


duc 
dt 


Pe de altă parte, soluţionarea acestei ecuaţii se face folosind 
metode numerice, deci prin metode aproximativa. 





cC— = =f (t, u). 


dA OssenvarIe Din cele de mai sus s-ar putea trage concluzia că 
rezultatul oricărui calcul este, în mod inevitabil, limitat de 
erori. Trebuie subliniat faptul că metodele numerice folosite 
pentru determinarea valorilor de interes sunt bine pusa la punct, 
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astfel încât, în marea majoritate a cazurilor, precizia cu care 
aceste valori sunt determinate prin calcul este suficientă pentru 
necesităţile practice. Mai mult, sunt cazuri când rezultatele 
obţinute prin calcule sunt mai precise decât cele care se pot 
obţine (dacă se pot obţine) prin măsurători (un exemplu îl 
constituie calculul temperaturii în interiorul unui circuit 
integrat). Pe de altă parte, trebuie subliniat faptul că utilizarea 
unor metode numerice neadecvate sau într-un mod neadecvat poate 
conduce la rezultate care să nu aibă nici un fel de legătură cu 
comportarea reală a sistemului fizic analizat. 


1.6 Compromisul structural 


Problematica analizei şi a sintezei, fie în legătură cu sistemele, 
fie în legătură cu semnalele, presupune compuneri şi descompuneri atât 
la nivelul realităţilor fizice cât şi la cel al modelelor matematice. 

La nivelul modelelor vom fi confruntaţi cu ceea ce s-ar putea numi 
compromisul structural: orice model va putea fi considerat ca fiind 
compus din submodele simple "conectate" într-un mod complicat sau din 
modele complicate "conectate" în mod simplu. (Am folosit ghilimelele 
pentru că afirmaţiile sunt valabile atât pentru sisteme cât şi pentru 
semnale, caz în care "conectarea" semnifică relaţiile matematice între 
funcţiile, mai simple sau mai complicate, în raport cu care se exprimă 
modelul semnalului respectiv). 

Există desigur o legătură între structura fizică şi cea a 
modelului. De exemplu, modelul unui filtru cu cristale de cuarţ va 
apare iniţial ca o conexiune a unor grupări constând dintr-o 
capacitate conectată în paralel cu conexiunea serie dintre o 
inductivitate şi un condensator (modelul cuarţului). Este clar că, 
acelaşi circuit poate fi privit ca o conexiune (mai complexă) numai de 
elemente inductive şi capacitive. 

Modelul unui semnal poate fi scris ca o sumă finită de semnale mai 
simple, dar gi ca o integrală (o sumă infinită nenumărabilă de 
componente infinit mici). La prima vederea, s-ar părea că descompunerea 
într-un număr mai mic de componente este mai avantajoasă. Totuşi, 
aprecierea oportunității uneia sau alteia dintre descompunerii depinde 
esenţial de modul în care urmează a fi prelucrate ulterior 
componentele: în general, vom prefera descompunerile în semnale care 
sunt mai ugor de prelucrat chiar dacă corespund unui număr mai mare de 
componente. 
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1.7 Două tipuri de probleme inginereşti 

Primul tip: dispunem de un sistem fizic şi dorim să-l studiem 
pentru a determina dacă poate fi util în aplicaţii tehnice. Studiul 
poate avea loc pe baza măsurătorilor, precum şi pe baza aplicării 
legilor fizice (cunoscute) care guvernează comportarea sistemului 
investigat. în urma studiului se pot trage concluzii privind 
posibilităţile de utilizare practică a sistemului, eventual în urma 
unor modificări sau completări prin ataşarea unor subsisteme fizice 
suplimentare. 

Al doilea tip: dispunem de un model matematic care reprezintă un 
algoritm util pentru prelucrarea unor semnale. Dorim să implementăm 
acest algoritm folosind anumite subsisteme fizice. Problema constă în 
adoptarea subsistemelor (fizice), precum şi a modului de interconectare 
între ele pentru a obţine prelucrarea dorită (soluţia “hard"), (modelul 
matematic al sistemului fizic rezultat va fi constituit chiar de 
operatorii care realizează prelucrarea impusă) sau în utilizarea unui 
sistem de calcul bazat pe un program (soluţia "soft"). 

Observăm că, în mare, cele două tipuri de probleme inginereşti 
corespund parcurgerii în cele două sensuri a diagramelor prezentate 
anterior. 

soluţiile celor două probleme sunt date de cercetarea teoretică 
care caută noi algoritmi ce urmeaza a fi utilizaţi şi de cea 
aplicativă, care urmăreşte îmbunătăţirea modalităţilor de implementare 
prin dezvoltarea tehnologiilor. 


1.8 Diverse posibilităţi de a prezenta un subiect din 
electronică 


Prezentarea unui subiect din domeniul electronicii poate fi făcută 
în mai multe moduri în funcţie de specificul subiectului în cauză, de 
scopul prezentării, de pregătirea şi preferinţele cititorului etc.. 

De foarte multe ori, tratările care urmăresc introducerea 
cititorului într-un anume capitol aplicativ de electronică conţin atât 
descrieri la nivelul realităților fizice cât şi tratări pe modele 
matematice adecvate naturii acelor realităţi fizice. în astfel de 
tratări este nepotrivită o separare fermă a domeniului realităţii 
fizice de cel al modelelor matematice, mai ales că modelele matematice 
utilizate sunt specifice acelor realităţi fizice. Scopul acestui tip 
de abordare este direct şi imediat: familiarizarea cu problematica 
prezentată atât din punct de vedere practic cât şi teoretic. 

O abordare de tipui celei menţionate mai sus va trebui să 
stabilească relaţii între următoarele aspecte: 
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realitatea fizică 

modelele acelei realităţi, adecvate scopului tratării şi 

modul de utilizare, aplicaţiile, compararea cu alte soluţii, 
preţul de cost etc.. 

Orice încercare de sistematizare a tratării ar trebui să se bazeze 
pe opţiunea unei anumite ordini de prezentare a celor trei tipuri de 
aspecte de mai sus lucru care este practic imposibil: aspectele 
amintite sunt discutate simultan. 

Noi vom trata aspectele de mai sus punând pe primul loc modelele 
(prezentate în general în legatură cu realităţi fizice de interes din 
electronică) precum şi metodele de tratare a acestor modele. Urmărim 
să subliniem faptul că lucrul cu modele are specificul sau care, pentru 
inginerul electronist este tocmai acela al permanentei interpretări 
fizice şi aplicative a rezultatelor matematice. Cu alte cuvinte ne 
propunem să prezentăm teoria în lumina aplicaţiilor practice şi să 
micşorăm în acest mod distanţa care are uneori tendinţa să se creeze 
între teorie şi practică. 


2. CÎTEVA CONCEPTE MATEMATICE FUNDAMENTALE 


Ţinând seama de aspectele discutate până acum privind rolul 
modelelor matematice este firesc să continuăm prin a trece în revistă, 
foarte sumar pentru început, instrumentele pe care ni le pune la 
dispoziţie matematica. 


Ti Montr ŞI APLICAŢII; RELAŢII "Materia primă" de bază a gândirii 

matematice o constituie conceptul de mulțime. Mulţimile pot fi 
comparate şi legate prin intermediul aplicațiilor care, la rândul lor, 
pot fi considerate, de asemenea, elemente ale unor mulţimi (de 
aplicaţii). Pentru orice aplicaţie este necesar să se precizeze trei 
elemente care o definesc: 

- domeniul (mulţimea de plecare) 

-  codomeniul (mulţimea de sosire) 

- legea de corespondenţă. 

Este important să remarcăm faptul că două aplicaţii sunt identice 
dacă şi numai dacă cele trei elemente care le definesc sunt identice, 
(Nu este suficient să aibă aceeaşi lege de corespondenţă). 

în legătură cu terminologia, vom adopta clasificarea aplicaţiilor 
(În funcţie de domeniu şi de codomeniu) prezentată în tabelul de mai 
jos. Astfel, vom numi funcţii numai aplicaţiile pentru care atât 
domeniul cât şi codomeniul sunt mulţimi de numere. 
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Domeniul\Codomeniul 
funcții transformări, 
operatori 








O funcțională, definită pe o mulţime de funcţii, este o 
corespondență care atribuie unei funcții un număr (de exemplu integrala 
pe un domeniu precizat sau valoarea unei funcții la un argument 
precizat). 

O familie de funcții este o corespondență care atribuie unui număr 
o funcţie (de exemplu f(u,t) este, ca funcție de timp, familie de 
funcții în raport cu u) 

în sfârgit, o corespondenţă între două mulțimi de funcţii (cum ar 
fi de exemplu modelul unui sistem cu o singură intrare şi o singură 
ieşire, în anumite condiţii) reprezintă o transformare (operator). 

Anticipând rezultate ulterioare, putem spune că, în general, 
reprezentarea semnalelor se face predominant prin funcţii, iar 
caracterizarea lor prin funcţionale. Instrumentul principal de 
reprezentare şi caracterizare a sistemelor îl constituie relaţiile şi 
operatorii. 

în ceea ce priveşte relațiile, acestea se definesc ca submulţimi 
ale produsului cartezian a două sau mai multe mulţimi. (Produsul 
cartezian a două mulţimi este mulţimea tuturor perechilor ordonate care 
se pot forma având pe primul loc un element din prima mulţime şi pe al 
doilea loc un element din cea de a doua.) 

Orice aplicaţie este deci relaţie. Nu însă şi invers: o aplicaţie 
(funcţie, funcţională, operator, familie de funcţii) precizată este o 
relaţie particulară având proprietatea că nu conține mai multe perechi 
având pe primul loc acelaşi element. Cu alte cuvinte, relaţiile sunt 
corespondențe mai generale decât aplicaţiile: unui aceluiaşi element 
aparţinând mulţimii de plecare îi pot corespunde mai multe elemente 
aparţinând mulţimii de sosire. 


2i STRUCTURI Mulţimile pot fi înzestrate cu diferite structuri: 

algebrice şi/sau analitice. Structurile algebrice sunt în esenţă 
mulţimi în care s-au introdus una sau mai multe relaţii algebrice care 
permit compunerea a două sau mai multe elemente pentru a obţine un alt 
element. 

Structurile analitice pot fi împărţite în două clase: structuri 
topologice şi măsuri. 

Structurile topologice sunt cele care pot fi caracter zate de 
conceptul de vecinătate în timp ce măsurile caracterizează nc;iumi de 
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tip întindere (suprafaţă, volum, masă, sarcină etc.). 

într-o mulţime pot coexista mai multe structuri compatibile între 
ele. De exemplu,analiza funcțională studiază proprietăţi ale mulțimilor 
şi operatorilor pentru care structurile de tip topologic şi/sau măsură 
sunt suprapuse peste structuri algebrice (algebre topologice). 


3. Dra NOU APLICAŢII Conceptul de aplicaţie are o semnificaţie 

specială în legătură cu mulțimile structurate. De exemplu, 
aplicaţiile definite pe structuri algebrice conduc la teorii ale. 
sistemelor algebrice cum ar fi teoria grupurilor. Aplicațiile definite 
pe spaţii topologice conduc la diferite teoreme din analiză clasică 
precum şi la generalizări ale acestora. 

Studiul aplicaţiilor definite pe spaţii având structuri combinate, 
algebrice şi analitice, conduce la analiza funcţională care include 
studiul  funcţionalelor, operatorilor, spaţiilor Hilbert, funcţii 
generalizate, ecuaţii integrale etc. ş 


analiza 
am o a un a a a ee aa aa a o ams om aa on a ame any oaa Oa oaa aaa an Sae ana Om ames amS a aoee oR oD SaS SUD onn ms SaS D > 
realitate modelarea modele matematice =--> comportare 
fizică -=--> şi relații între ele analiza calculată 
(semnale (modele matematice propriu- 
şi sisteme primare şi derivate) zisă comportare 
fizice) = <=--- impusă 
realizarea sinteza 
(implementarea) propriu-zisă 


sinteza (proiectarea) 

Analiza unei realități fizice comportă mai multe faze în care pot 
avea loc aproximări. în ceea ce priveşte structura unui model acesta 
poate fi construit din (multe) elemente simple sau din (mai puţine) 
elemente complicate. în esenţă, atât determinarea comportării unei 
realităţi fizice cât şi realizarea unei realităţi fizice plecând de la 
specificaţii impuse, implică utilizarea modelelor în etapele 
intermediare. Problemele inginereşti pot fi împărţite în probleme în 
care se cere descrisă o realitate fizică existentă şi probleme în care 
se cere să se construiască o realitate fizică corespunzătoare unui 
model matematic dat. Orice abordare a unei probleme inginereşti 
presupune discutarea unor relaţii între: a) realităţi fizice, b) modele 
ale acestora şi c) aplicaţii, performanţe, preţ de cost etc. Din 
punctul de vedere matematic, rolul central îl joacă conceptele de 
mulţime şi aplicaţie. 
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în acest capitol trecem succint în revistă posibilităţile de 
reprezentare (descriere detaliată) şi de caracterizare (descriere 
generală) a semnalelor. Discutăm restricţiile din considerente fizice, 
rolul operatorilor şi dăm exemple de operatori remarcabili. 

O problemă importantă o constituie descompunerea semnalelor în 
semnale elementare şi determinarea spectrului adică a ponderii acestora 
din urmă în semnalul analizat. Prezentăm o formă suficient de generală 
de descompunere a unui semnal în semnale elementare. Consideraţiile din 


acest capitol se referă cu precădere la reprezentarea semnalelor prin 
funcţii. 


1, REPREZENTAREA SEMNALELOR PRIN FUNCTII 


GERERALITĂTI într-un caz suficient de general, reprezentarea unui 

semnal fizic se poate face printr-o funcție de patru variabile 
t,x,y,2, ale căror semnificaţii sunt timp respectiv coordonate 
spațiale. (Reprezentarea semnalelor prin distribuții va fi discutată 
ulterior. ) 
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Precizarea unei astfel de funcții implică: 

- adoptarea unui reper spatio-temporal (originea şi direcţiile în 
spaţiu şi. timp?) şi a unităților de măsură corespunzătoare; 

- stabilirea domeniului (în care vor lua valori variabilele 
independente) şi a codomeniului (în care va lua valori funcţia). 

Sunt situaţii când se preferă să se lucreze cu perechi de semnale 
care se reprezintă prin partea reală, respectiv partea imaginară a unui 
semnal complex. în astfel de cazuri codomeniul semnalului va fi C, 
mulţimea numerelor comploexe. De asemenea, se lucrează în mod frecvent 
cu semnale complexe care apar în calcule intermediare: un exemplu tipic 
îl constituie formulele lui Euler. 

- stabilirea legii de corespondență s(.,.,.,.) dintre domeniu şi 
codomeniu; 

- stabilirea metodelor de prelucrare ulterioară a semnalului în 
vederea organizării acestuia în forma celor mai potrivite modele 
derivate; 

- stabilirea funcţionalelor care caracterizează proprietăţile 
semnalului considerat în raport cu aplicaţia concretă la care se 
utilizează modelarea. 

Astfel, o formă matematică suficient de generală de reprezentare 
a unui semnal printr-o funcție, prin care se sugerează şi semnificaţia 
fizică a argumentelor este: 


Ss: TxăxYxZ =- R sau C 


unde T,X,Y,Z reprezintă domeniile de variaţie ale variabilelor 
independente. Evident, se poate vorbi de semnale mai simple de forma 
f(t), £,(t), f(t,x) (ien, ter, xex) etc.,care sunt cazuri particulare 
ale expresiei de mai sus. 


1.1 Câteva cuvinte privind numărul de argumente 


Sunt foarte multe situaţii când numărul de argumente ale funcţiei 
care descrie un semnal fizic este mai mic decât patru, 


> Bă ÎxEMPLE (1) Semnalul corespunzător intensității luminoase a 
punctelor ecranului unui televizor alb-negru, pe direcţia normală 
la ecran, este de forma: s(t,x,y). Dacă imaginea este statică, 
semnalul este bidimensional: s(x,y). în cazul unui televizor color 
se definesc trei astfel de semnale corespunzător fiecăreia dintre 


1 prelucrările de semnale care nu au loc în timp real presupun în 
mod curent, ce exemplu, inversarea axei timpului. 
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cele trei culori fundamentale: roşu, verde, albastru. 

(2) Semnalul corespunzător tensiunii de-a lungul unei linii 
electrice se exprimă în forma: s(t,x). Dacă nu interesează decât 
tensiunea la începutul şi la sfârşitul liniei se pot face notațiile 
s,(t) şi s (t) care semnifică în fond s(t,0) şi respectiv s(t,1) 
unde 1 este lungimea liniei. 

(3) De multe ori, într-un circuit electric interesează curenţii 
şi tensiunile într-un număr limitat de puncte. în aceste cazuri, 
ca şi în altele de acelaşi fel, se poate vorbi de semnale-vectori 
sau pur şi simplu vectori (de tensiuni, de curenţi sau hibrizi: o 
parte din componente sunt tensiuni ,iar cealaltă parte curenţi). Un 
astfel de semnal se va nota în forma: 


(s(t)]=(s,(£),s,(€), anaga tT 


unde simbolul T reprezintă transpunerea matricei coloană, sau în 
forma: 


gilt) ;1=1, 232 


1,2 Moduri de precizare a domeniului şi codomeniului 


Mulţimile care constituie domeniul gi codomeniul funcţiei ce 


reprezintă un semnal se pot preciza într-unul din cele două moduri de 
definire a mulțimilor: 


= prin enumerarea elementelor sau 

- prin precizarea proprietăților pe care le satisfac elementele 
respective. 

Domeniul şi codomeniul semnalelor foarte simple, pot fi definite 
prin enumerarea "punctelor" (de timp şi/sau de spaţiu). în cazuri mai 
complicate, acest mod de definire nu mai este posibil şi se utilizează 


cel de al doilea mod: precizarea unor intervale de tipul tela,b], 
xe[c,d] etc.. 


1.3 Moduri de precizare (reprezentare) a legii de 
corespondență 


Cea mai directă reprezentare a legii de corespondenţă a funcţiei 
care descrie un semnal (aplicabilă numai în cazul semnalelcr foarte 
simple) o constituie tabelul cuprinzând corespondenţa dintre valorile 
din domeniu şi cele din codomeniu. Presupunând că ne referim la un 
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semnal într-un punct fixat (Xo,:Yo:Zo), caz în care semnalul poate fi 
notat f(t), tabelul ar consta din perechi (timp, valoare) pentru toate 
valorile de timp de interes (din domeniul de definiție). Originea unui 
astfel de tabel o poate constitui chiar setul de măsurători efectuate 
asupra semnalului fizic corespunzător în urma cărora, principial se 
obține un tabel de corespondențe (timp şi spaţiu) <-> valoare (desigur 
în limitele unei anumite precizii şi rezoluții). 

O altă modalitate de reprezentare a legii de corespondemţă o 
constituie precizarea unei reguli de generare a valorilor semnalului 
ataşate valorilor timpului şi/sau spaţiului. Regula de generare poate 
fi dedusă din datele experimentale dacă se poate face observaţia că ele 
se apropie de (sau coincid cu) valorile unei (combinaţii de) funcţii 
elementare precum exponenţiale, sinusuri, cosinusuri etc. în alte 
situaţii, funcţiile care generează valorile numerice rezultă din faptul 
că semnalul analizat este rezultatul acţiunii unor legi sau teoreme 
fizice cunoscute, din ale căror expresii se obţin. Cu alte cuvinte, 
semnalul este soluţia unei ecuaţii. 


a i ExEmeLu Dacă într-un sistem sunt satisfăcute condiţii pentru ca 

un semnal (fizic) de ieşire să oscileze armonic, acest semnal va 
fi modelat de o funcţie de forma Asin(0ot+ț) pentru care singurele 
elemente care trebuie determinate, în urma măsurătorilor, sunt A, 0, 
şi $. 


2. RESTRICŢII DIN CONSIDERENTE FIZICE; DEPĂŞIREA LOR 


SĂ MoneLE ŞI TDEALIZĂRI Principial, orice model conține o serie de 

idealizari deoarece, aşa cum am mai amintit, realitatea fizică nu 
poate fi descrisă perfect. Pe lângă limitările de precizie în 
reprezentarea semnalelor, considerente de ordin fizic impun cel puţin 
la prima vedere şi alte tipuri de limitări cum ar fi: imposibilitatea 
existenţei unor amplitudini, variaţii de amplitudine, puteri sau 
energii fizice oricât de mari, imposibilitatea cunoaşterii unui semnal 
fizic pentru orice valori ale timpului trecute şi/sau viitoare şi/sau 
în orice punct din spaţiu, imposibilitatea existenţei semnalelor 
riguros periodice, constante etc. Cu toate acestea, în foarte multe 
situaţii, constrângerile fizice de tipul celor de mai sus au fost 
relaxate cu consecinţe remarcabile: pe de o parte rezultatele obţinute 
prin calcul pentru situaţiile "nefizice" (semnale periodice, constante, 
cu discontinuități etc.) sunt perfect acceptabile din punctul de vedere 
ingineresc, inar pe de altă parte calculele sunt mult mai simple, 
permiţând în'.re altele şi interpretări intuitive. Ori de câte ori 
ipotezele nefizice nu afectează în mod semnificativ rezultatele, este 
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posibilă şi chiar recomandabilă utilizărea acestor ipoteze. Nu trebuie 
însă să pierdem din vedere posibilitatea de a greşi datorită 
idealizărilor nepotrivite. Din punct de vedere psihologic, unele 
idealizări sunt mai uşor acceptate,iar altele mai greu. 


2. Exeupe Se utilizează foarte des conceptele de semnal constant 
sau de semnal periodic: deşi foarte uşor acceptate din punct de 
vedere intuitiv, astfel de modele nu pot corespunde riguros unei 
realităţi fizice căci este implicită presupunerea că semnalele în 
cauză sunt definite pentru valori ale timpului de la minus infinit 
la plus infinit! (Ca să nu amintim nimic despre fluctuațiile 
inerente oricărui semnal fizic.) Un semnal constant pe o durata 
finită şi zero în rest este, în mod riguros, la fel de nerealist 
datorită fluctuațiilor inerente oricărui semnal fizic şi a 
discontinuităţilor. Un semnal cu discontinuități de prima speţă 
este în fond "nefizic". 

în Fig.1 se sugerează simbolic prezența fluctuațiilor şi 
inexistenţa variațiilor infinit de abrupte. 


s;{t}) səít}) sa(t) 
asi mă t 

| EA 
ð © 


Fig.1. Sugerează inexistența în realitate a semnalelor "pur" constante, 
(periodice) sinusoidale sau dreptunghiulare. 


Acceptarea semnalelor cu discontinuități de tip salt finit este 
totuşi foarte utilă datorită simplificării calculelor. Astfel, 
răspunsul multor sisteme la semnale cu discontinuități de tip salt 
se obține mai uşor decât în cazul când saltul nu este infinit. de 
abrupt (situație care modelează mai riguros realitatea fizică) 
erorile datorate ipotezei discontinuităţii fiind nesemnificative. 
Pe de altă parte, dacă un semnal cu discontinuități se aplică unui 
sistem al cărui model este un derivator ideal, răspunsul obținut 
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pe baza acestor modele (incompatibile în sensul matematicii 
clasice) nu mai poate fi interpretat fizic direct (derivata unui 
semnal cu discontinuități poate fi interpretată doar în sens 
distribuțional). Primul gând ar fi să evităm cu desăvârşire astfel 
de situaţii. Şi totuşi, mai avem o alternativă: să lărgim clasa 
semnalelor acceptabile incluzând în această clasă şi unele 
distribuții cum ar fi de exemplu distribuţia Dirac 6(t). Caracterul 
nefizic al acestui semnal este şi mai evident. Dar: în foarte multe 
cazuri, semnale "exotice" precum 6(t) apar numai în calcule 
intermediare, rezultatele finale fiind corecte şi cât se poate de 
"fizice" chiar dacă ele au fost obținute prin utilizarea unor 
"monştri  nefizici". Evident aici se pune atât problema 
compatibilităţii modelelor cât şi cea a validării acestora de către 
realitatea fizică. 


Za ConcLuzIE Este util să lucrăm şi cu semnale a căror interpretare 

fizică este mai dificilă sau chiar imposibilă atunci când calculele 
se simplifică şi rezultatele finale sunt corecte sau când există 
posibilitatea sistematizării unor tratări care, conceptual devin mult 
mai accesibile. 


3. CARACTERIZAREA SEMNALELOR 


în foarte multe situaţii nu este necesară sau posibilă precizarea 
riguroasă a tuturor elementelor (şi în special a legii de 
corespondenţă) care definesc funcţia-semnal,. în astfel de cazuri ne 
limităm la caracterizări. 

Caracterizarea unui semnal în diverse moduri poate rezulta fie 
direct, din însăşi procesul modelării (de la început ne propunem să 
determinăm numai anunite proprietăţi ale semnalului fizic) fie, prin 
simplificarea unor modele existente eliminând informaţiile inutile. 

Instrumentul principal de caracterizare a semnalelor îl constituie 
funcţionala: semnalele pot fi, însă, caracterizate şi prin funcţii care 
să reţină doar anumite aspecte din reprezentări mai amănunțite. 


3.1 Mulţini de semnale, clase de echivalență 


Tehnicile utilizate în teoria semnalelor pornesc de la punctul de 
vedere conform căruia semnalele sunt privite ca elemente ale unor 
mulţimi de semnale. în cadrul mulțimilor se pot face partiții în 
submulţimi care să conţină semnale caracterizate prin proprietăţi 
comune. Evident, se poate vorbi de reuniuni, intersecţii, diferenţe de 
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astfel de submulţini. 

Stabilirea unei anumite proprietăţi care să caracterizeze un semnal 
determină generarea unei relaţii de echivalență în mulţimea din care 
face parte semnalul2. Aceasta înseamnă că proprietatea respectivă este 
considerată criteriul de formare a submulţimii tuturor semnalelor care 
o satisfac.  Submulţimea astfel obţinută se numeşte clasă de 
echivalență. Unul dintre elementele acestei submulţimi (de obicei cel 
mai simplu) va fi considerat element reprezentativ (reprezentant) al 
clasei de echivalență. Avantajul introducerii claselor de echivalență 
constă între altele în aceea că este suficient să se lucreze cu un 
reprezentant al clasei pentru a obţine rezultate valabile pentru orice 
element din clasa de echivalență. 

Proprietăţile în raport cu care se definesc clasele de echivalență 
sunt extrem de variate. Este important însă faptul că elementele unei 
clase de echivalență nu pot fi distinse între ele din punctul de vedere 
al proprietăţii pe baza căreia s-a definit clasa de echivalență 
respectivă. Pe de altă parte, dacă în mulţimea tuturor semnalelor se 
adoptă partiţionări după criterii (proprietăţi) diferite, un semnal 
poate aparţine în acelaşi timp la două sau mai multe clase de 
echivalență (diferite). De asemenea, semnalul se va afla şi în 
intersecţia claselor de echivalență corespunzătoare. 

Oricare două semnale dintr-o clasă de echivalenţe M, satisfac 
relaţia de echivalență corespunzătoare clasei: 


SS) Sa VS SEM, 


şi orice semnale aparţinând unor clase de echivalență disjuncte nu sunt 
echivalente: 


ŞC Sj; SEM, 3jEM, => MI M,=0 


1. ÎxEMPLE (1) Clasele semnalelor (dependente numai de timp) 
pozitive respectiv negative pot fi reprezentate, de exemplu, de 
semnalele g,(t)=1 şi respectiv s.(t)=-1. 

(2) Clasa semnalelor mai mari decât o valoare M pe anumite 
intervale şi mai mici decât o altă valoare m<M pe alte intervale 
poate fi reprezentată de un semnal având doar două valori A şi B<A 
în intervalele corespunzătoare. Deoarece semnalele din cele două 
clase pot fi puse în corespondenţă biunivocă cu semnale ce pot lua 
numai două valori, 1 sau 0, se obişnuieşte să se considere că cele 


2 0 relaţie de echivalență (.<=>.) este o relaţie reflexivă 


(a<=>a), simetrică (a<=>b => b<=>a) şi tranzitivă (a<=>b şi b<=>c => 
a<=>c). 


n ——— 
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două nivele sunt respectiv 1 şi O (Fig.2). Semalului s(t) îi 
corespunde semnalul  s,„(t). Observăm ca pe intervalele 
(tirta); (tata), (tate) semnalul s.„(t) nu este definit. Numai în 
cazul în care durata intervalelor de mai sus este practic zero 
pentru o aplicaţie dată, semnalul s„(t) este definit în toate 
punctele. 


în transmisiile de date se întâlnesc multe situaţii când ne 






interesează dacă la un anumit 
moment de timp dat, to, 
valoarea unui semnal este 
pozitivă sau negativă. Este 
evident că în acest mod s-a 
făcut o  partiţionare a 
tuturor semnalelor în două 
clase de echivalență: semnale 
pentru care s(ta)>0 şi 
semnale pentru care s(t.)<0. 
La recepţie nu contează forma 
exactă a semnalului 
recepționat, ci doar faptul 
că el aparţine uneia din cele 
două clase. Evident, se pot 
imagina o mulţime de alte 
modalităţi de a separa 
semnalele în clase de 
echivalență. în acest fel se 


s(t) 





t 


outs tat, ttg 


asigură conservarea 
informației conținute în 
semnal în condițiile 
distorsionării în anumite 


Fig.2. Semnal şi reprezentant posibil 
al clasei de echivalență căreia îi 
aparţine. 


limite, a formelor de undă 
transmise. 


i 


ExeuPLu în Fig.3 este exemplificată utilitatea conceptu-lui de 
clasă de echivalență la transmisiile de date: distorsionarea, în 
anumite limite a semnalului transmis nu influenţează calitatea 
recepţiei. Evident recepţia constă în a decide numai între două 
alternative. Clasa de echivalență constă din mulţimea semnalelor 
care, la anumite momente de timp, au valori peste sau sub anumite 
nivele. Practic, refacerea formei semnalelor şi retransmiterea lor 
constituie o metodă de transmisie a semnalelor la distanţe foarte 
mari, 
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e(t)___| Canal de yit) yá’ 
transmisiune 


alt) yit) y{t) 
p RAF: 


řig.3.  Exemplificarea utilității conceptului de clasă de 
echivalență la transmisii de date 


3.2 Modalităţi de precizare a claselor de echivalență 


1. PRECIZAREA CLASELOR DE ECHIVALENTE FOLOSIND FUNCȚIONALE şr/ SAU 

FURCŢII Să observăm că, în esență, partiţionarea semnalelor în 
clase de echivalență constă în stabilirea proprietăţilor elementelor 
cara o alcătuiesc. în unele cazuri aceste proprietăţi sunt definite 
prin intermediul unor funcţionale ataşate semnalelor. (Ne reamintim că 
funcţionalele sunt reguli prin care se ataşează numere unor funcţii.) 
în cazul în care funcţionalele depind de un parametru avem de a face 
de fapt cu un operator care ataşează unui semnal o funcţie (funcţională 
dependentă de parametru). 


Z Bror (1) Puncţionale obişnuite: (limitele sumelor sau 
integralelor pot fi finite sau infinite; N,,N,€Z; T,T.,TzER; pentru 
simplitate s-au considerat numai semnale dependente de timp ~- 
extinderile şi generalizările pentru cazul semnalelor dependente 
de mai multe variabile nu comportă dificultăți conceptuale) 

N 

ni Pis(ţ)l=—l s(n7) 

E. „d e [s{t)] raen A P 














SEMNALE, CIRCUITE SI SISTERE Î4_10 REPREZENTAREA SI CARACTERIZAREA SEMRALELOR 
T 
Ti 3 
Fis(t)] == [sate at Fis(t)]=lim+ f s(t)dt 
Ti- Tay, Te T & 
5 -3 
T 
a N 
Fisit)l=lim f s(t)at Fis(t)]=3 gin) star) 
PINAN nai, 
3 
T? 
Fis(t)]=fglt)a(t)dt Fis(t)]=s(a7) 
T 


F[s(t)]=fð(t-t,)s(t)dt=5(t,). 


Fis(t)l=[8% (t-t,) s(t) de= (-a)i ai E PRR 


1 
Fis(t)]=max[s(t)1=1im[ f |s(t) par]? 


teT 


(2) Funcţionale dependente de un parametru (operatori); 
Flo,s(t)]=5(w) = [s(t)e-htat 


+. + 


FIt, s(t)]=fh(t)s(t>t)dr Pit, s(t))=fs(t)s(t+t)dr 


Fin, s(t)]= 9 s(kT)s(nT-kT) Flt,s(t)l=g(t)sit) 
ka-w 

Criteriul de partiționare în clase de echivalență constă în faptul 
că pentru toate semnalele dintr-o clasă o anumită funcțională conduce 
la acesagi valoare numerică, la valori numerice de acalagi semn, în 
acelaşi interval etc.. De exempiu, semnalele pentru care valoaraa la 
momentul t=0 este pozitivă constituie o clasă de echivalență. La fel, 
semnalele pentru care integralele pe un domeniu precizat sunt 
constante, sau au semn constant, formează alte clase da echivalență. 
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gs PRECIZAREA CLASELOR DE ECHIVALENŢĂ FOLOSIND  INVARIANŢA LA 
ACŢIUNEA UNOR OPERATORI © altă metodă de precizare a unei clase 


de echivalență o constituie invarianţa la acţiunea unor operatori sau 
clase de operatori. 


4. EXEMPLE (1) Clasa de echivalență corespunzătoare semnalelor 


constante (indiferent de numărul sau natura argumentelor) este 
clasa semnalelor invariante la acţiunea tuturor operatorilor de 
translație. Pentru semnale dependente numai de timp aceasta revine 
la condiţia: 

A.„[s(t)]=s(t-T)=s(t) Yr 
unde A„ reprezintă operatorul de deplasare (translație) cu T. 

(2) o altă clasă de echivalență remarcabilă este aceea a 
semnalelor periodice de perioadă fixată t. Ea conţine semnalele 
invariante la acţiunea operatorului de deplasare cu t adică: 

A_[s(t)]=s(t-r)=s(t) 

Remarcăm că orice semnal din clasa de echivalență a semnalelor 
periodice de perioadă 1 face parte şi din clasa de echivalență a 
semnalelor de perioadă T=nt (n€N). Perioada cea mai mică (T=t) se 
numeşte perioadă principală. Remarcăm, de asemenea că semnalele 
constante aparţin oricărei clase de semnale periodice. 


4. OPERATORI ÎN TEORIA SEMNALELOR 


4.1 Mulţini structurate, operatori 


Până în acest moment al discuţiilor privind semnalele, mulțimile 
din care acestea făceau parte nu erau structurate adică singurele 
operaţii definite erau cele de apartenență, reuniune, intersecție, 
diferenţă între mulțimi. 

Structurarea mulțimilor din care fac parte diferite semnale de 
interes constă în precizarea unei (unor) structuri adică a unei (unor) 
reguli prin care unuia sau mai multor elemente li se ataşează un alt 
element sau o mulţime de elemente (din acea mulţime sau din altă 
mulţime) . 

Avantajul introducerii unor structuri în mulțimile, iniţial 
"amorfe" de semnale constă în posibilitatea legării semnalelor între 
ele prin diferite relaţii şi prelucrarea acestora prin intermediul 
operatorilor. în esenţă un operator ataşează unui semnal dintr-o 
mulțime de semnale, un alt semnal din aceeaşi mulţime sau din altă 
mulţime. 
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Acțiunea anumitor operatori asupra unor semnale este de natură să 
pună în evidență proprietăți noi ale semnalului asupra căruia 
acționează. Pe de altă parte trecerea semnalelor prin sisteme este 
echivalentă, din punctul de vedere al modelelor matematice cu acțiunea 
unor operatori asupra semnalelor de intrare, semnalele de iegire fiind 
rezultatul acțiunii operatorilor corespunzători. în principiu, orice 
modificare adusă unui semnal corespunde acțiunii unui operator. 

Acţiunea operatorilor asupra semnalelor care fac parte din mulțimi 
de semnale structurate este avantajos de studiat datorită 
posibilităţilor oferite de mulțimile structurate de a descompune 
semnalele în semnale mai simple gi astfel, în cazul anumitor operatori 
(liniari) acţiunea acestora asupra unui semnal este echivalentă cu 
acțiunea asupra fiecărui element constituent al semnalului analizat. 

Şi în cazul operatorilor (liniari) se pune problema descompunerii 
acestora în operatori mai simpli. Acţiunea unui astfel de operator 
asupra unui semnal se reduce la acţiunea unor operatori pai simpli şi 
la sumarea acestor acţiuni. 


4.2 Modalităţi de definire a unui operator 


Ca orice aplicaţie, un operator se va defini prin precizarea celor 
trei elemente: domeniul, codomeniul şi legea de corespondență. 

Domeniul va fi constituit dintr-o mulțime de semnale, codomeniul 
este tot o mulţime de semnale (aceeaşi cu codomeniul sau alta), iar 
legea de corespondenţă se precizează fie prin listarea tuturor 
perechilor (în cazurile simple), fie prin precizarea unui mecanisa de 
generare a acestora. Un astfel de mecanism poate fi reprezentat în 
anumite condiţii printr-o ecuație în care, semnalul de plecare (din 
domeniu) apare explicit,iar semnalul de sosire ataşat (din codomeniu) 
se obţine prin rezolvarea ecuaţiei. Un alt mecanism poate fi constituit 
dintr-un nucleu operatorial. (între cele două mecanisme există, 
desigur, legături.) i 


1. Casenvarre Definirea mulțimilor de semnale care reprezintă 
domeniul şi codomeniul unui operator implică precizarea unor 
proprietăţi pe care să le satisfacă la rândul lor domeniul, 
codomeniul şi legea de corespondenţă pentru mulțimile de semnale 
respective. 
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4.3 Operatori remarcabili utilizaţi în teoria semnalelor 


Există semnale invariante la acțiunea unor operatori. Mai general, 
există operatori a căror acțiune asupra unor semnale produce semnale 
proporționale cu cele asupra cărora a acționat. Astfel de semnale 
reprezintă semnale proprii ale operatorilor în cauză. 

în capitolele următoare va fi clar că atât semnalele remarcabile 
cât şi operatorii remarcabili sunt semnale proprii ale unor operatori 
simpli respectiv operatori având semnale proprii simple. 

în mod uzual operatorii se simbolizează grafic sub formă de ramuri 
de graf de semnal. Câteva exemple sunt date în Fig.4. 
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Fig.4. Exemple de reprezentare a operatorilor. 


Câţiva operatori utilizaţi frecvent sunt prezentaţi în continuare 
în ipoteza unor semnale definite pe R* cu valori în C. 


- operatori (liniari sau neliniari) fără memorie: 
y(.)=Fle(.)], 
unde y(.) este rezultatul acţiunii operatorului F[.] asupra semnalului 
e(.). în general y(.) poate fi un vector. 

O categorie specială de astfel de operatori o constituie operatorii 
corespunzători funcţiilor logice utilizaţi în teoria semnalelor şi 
sistemelor digitale (SI, SAU, NU etc.). 

în continuare vor fi prezentaţi câţiva operatori liniari 
remarcabili. Aceştia satisfac proprietatea: 

Llae, (.)+be,(.)]=aL(e,(.)]+bL[e,(.)], 
unde L este operatorul, e,(.) şi e(.) sunt semnale,iar a şi b sunt 
constante reale sau complexe”. 


> Semnalele complexe trebuie interpretate ca perechi de semnale 
reale. 
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- operatorul de înmulţire cu o constantă: 
g(t,x,y,z)=af(t,x,y, 2) 


~ operatorul de înmulţire cu un alt semnal: 
Mert zya) le(t,x,y, z)l=F(t,x,y,z)el(t,x,y, z); 
- operatorul de schimbare a scărilor timpului şi spaţiului: 
S3,b,c,a [9] =s(at, bx, cy, dz) ; 
unde a,b,c,d sunt constante reale (pozitive sau negative) ; 
- operatorul de conjugare: 
Cla(t,x,y,2z)]=s*(t,x,y, z) pi 
- operatorul de luare a părții reale: 
Re[s(t,x,y, z)]=2 [s(t,x,y,2)+s"(t,x,y,2)]; 
- operatorul de luare a părţii imaginare: 
Im(s) = (s-s"); 


- operatorul de deplasare (în cazul general, în timp gi spatiu): 
Acea yor z LI] =9 t- tos X- Xa Y- Yo Z-Zo) ; 
unde ta, Xg; Yor Zg, sunt constante reale. 
- operatorul de derivare temporală: 
D,lsit,xy, z) i =? [s(t,x,y,2)] i 
(d/dt în cazul semnalelor dependente numai de timp); 
~ operatori de derivare spațială: 


Ys(t,x,y,2) = Zalt,xy, z)i+Î.st(t,x,y, HJE xy, z) Kk 


əy 


Žst xy, z); $sltx y, 2); slt x y, 2); ; etc. 


- operatori de luare a părții pare (impare): 
Par[s(t)]=2 [s(t)+s*(-t)] 
Imp(s(t)]=2 [s(t)-s*(-6)]' 


- operatori integrali de forma: 
b 
Fls(t)] (t)=fs(t)alt,t)dt, 
a 


unde n{t,t) este nucleul transformării. în particular există nuclee de 
tip sumă, de forma: 

n(t,r)=n(t4r) 
şi nuclee de tip produs: 

n(9,t)=n(ot). 
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Aceste două tipuri de nuclee sunt cele mai utilizate în aplicaţii. 

- combinaţii (liniare) de operatori liniari. 

Utilizând operatori precum cei de mai sus este posibil să se 
definească operatori noi prin sumări, multiplicări sau alte compuneri 
de operatori (de exemplu operatorii integro-diferenţiali) . 

Vom regăsi operatorii descrişi mai sus în capitolul consacrat 
elementelor de sistem şi elementelor de circuit. Este important să 
subliniem că aceiaşi operatori sunt utilizaţi atât pentru prelucrarea 
semnalelor cât şi pentru modelarea sistemelor. Semnalele notate cu 
s(t,x,y,z) sau pur şi simplu cu s(.) sau s pot fi funcţii de timp 
şi/sau de variabile spaţiale. în particular, printr-un astfel de semnal 
se poate înţelege şi un vector de n semnale. (Conceptual, un astfel de 
semnal poate fi considerat şi ca un semnal temporal-spaţial, variabila 
spaţială luând numai n valori discrete.) 


5. ANALIZA SEMNALELOR (GENERALITĂȚI) 


Analiza semnalelor, partea cea mai importantă a teoriei semnalelor, 
constă din studiul metodelor de reprezentare, de caracterizare numerică 
şi de prelucrare a semnalelor. Nu se poate face o delimitare între 
analiza semnalelor şi analiza sistemelor, cele două domenii fiind în 
mod inerent interpătrunse. Mai precizăm că, prin tradiţie, metodele 
numerice de determinare a perechilor (timp+spaţiu, valoare) pentru un 
semnal reprezentat printr-o funcţie se tratează la disciplinele de 
matematică. 

O problemă importantă a analizei semnalelor (reprezentarea) o 
constituie studiul descompunerii exacte sau aproximative a acestora în 
Sume (dar şi produse sau alte combinaţii) de semnale mai simple, 
semnalele fiind privite ca elemente ale unor spaţii structurate. Scopul 
acestor descompuneri este următorul: pe de o parte, studiul naturii şi 
ponderii semnalelor constituente, pentru o descompunere dată, oferă 
indicații suplimentare privind proprietăţile semnalului analizat, 
ponderea  "cărămizilor" fiind o alternativă de reprezentare a 
semnalului; pe de altă parte, anumite tipuri de descompuneri ugurează 
studiul trecerii semnalelor prin sisteme particulare (cazul cel mai 
favorabil este cel în care semnalele, în care se face descompunerea sunt 
semnale proprii ale operatorului care descrie sistemul analizat), aşa 


cum este cazul trecerii semnalelor prin sisteme liniare invariante în 
timp, 


Ab 


H be A 


La 
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5.1 Câteva noduri de descompunere a unui semnal în semnale 
elementare 


în cele ce urmează vom enumera câteva forme în care se poate 
reprezenta un semnal. Pentru simplitate, vom considera semnale 
dependente numai de timp, deşi formulele pot fi ugor adaptate şi la 
cazul dependenței de variabile spațiale (în cazul unui semnal spațial 
unidimensional, în formule, variabila independentă semnificând timpul 
se va înlocui cu o variabilă care semnifică spaţiul): 


s(t)=s, (t) +8,(t) =F ap, (t) +falo)ott,o)do. 
= T 


în particular, 


n N - 
s(t)=% apt) sau s(t)=lim$ apt) ap; (t) sau 
2 Yar i 
N +» 
g(t) lim asg (t) F a,p,(t) sau s(t) =fa (o) e(t,0)do. 
wN SA T 


1. OBSERVAȚIE Expresiile de mai sus trebuie interpretate în sensul 
că un semnal se poate considera (în funcţie de dezvoltarea adoptată 
şi potrivită scopului analizei) ca fiind format dintr-o mul time 
finită, sau infinită (numărabilă sau nenumărabilă) de semnale 
elementare finite ẹ;(t) respectiv infinit mici e(t,0)da. 


2; Darry Numerele 0; şi funcţiile 4(0) se numesc spectru 
respectiv densitate spectrală a semnalului s(t) în raport cu 
semnalele (liniar independente) p,(t) respectiv ọ (t,o) 


Determinarea spectrului şi/sau a densităţii spectrale a unui semnal 
dat în raport cu un anumit set de semnale elementare liniar 
independente este una dintre problemele centrale ale analizei 
semnalelor. 


E OesERvAȚII (1) Este evident că numerele a, pot fi considerate ca 
rezultat al acţiunii unei funcţionale asupra semnalului s(t), 
cunoaşterea lor fiind o modalitate alternativă de descriere 
concentrată a semnalului s(t). 

Desigur, în analiza semnalelor se utilizează şi alte funcţionale 
ataşate semnalelor, funcţionale dintre care unele deja au fost 
amintite, discuţii mai detaliate urmând a se face în capitolele 
următoare. 
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(2) Fiecare componentă a unui semnal poate fi privită ca fiind 
rezultatul acţiunii unui operator care o extrage din semnal. Pe de 
altă parte corespondenţele s(t) -> a, respectiv s(t) -> a(o) 
trebuie considerate ca rezultând din acțiunea unor operatori asupra 
semalului s{t). Dacă operatorul are un invers, atunci 
corespondanţa este biunivocă. 

(3) O metodă relativ recentă de analiză a semnalelor (analiza 
"wavelet", cu avantajul obținerii unei  elasticități a 
reprezentării, adaptată la modul de variație a semnalelor) 
utilizează descompunerea unui semnal după o familie de funcţii 
¢a,»(t) indezate după doi indici, de forma: 


s(t)=G:[[sta,bwt,a,b) 2 


unde 
=la-:/2y[.t-2 
y(t,a,b) la] hái a ) 


į 

Reamintim încă odată că discuţiile de mai sus vizează semnalele în 
accepțiunea de modele. Este important să subliniem faptul că 
descompunerile teoretice corespund în practică cu componente ale 
semnalelor fizice. Aceste componente pot fi măsurate direct din 


semmalul fizic folosind sisteme specializate precum filtrele şi 
analizoarele de spectru. 


6. REZUMAT 


în această secțiune discutăm o serie de aspecte generale în 
legătură cu modul de reprezentare a semnalelor prin funcţii, precizarea 
domeniului, codomeniului gi a legii da corespondenţă. 

Remarcăm că variabilele independente pot avea semnificații fizice 
de timp şi spaţiu. Privite ca modele ale unor realităţi fizice, 
funcţiile sau distribuțiile care reprezintă semnalele ar trebui să fie 
supuse unor restricţii din considerente fizice. Subliniem faptul că, 
în multe situaţii, restricţiile fizice pot fi relaxate în scopul 
simplificării tratărilor în condiţiile în cara rezultatele se 
încadrează în limitele de erori acceptabile din punct de vedere 
ingineresc. 

Atunci când reprezentarea semnalelor fizice este imposibilă sau 
inutilă, se recurge la caracterizări. Un concept important îl 
constituie cel de clasă de echivalență: mulțime de semnale cu 
proprietăţi comune. Clasele de echivalență pot fi precizata între 


Ni 
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altele prin funcționale sau prin invarianța sub acțiunea unor 
operatori. 

Noţiunea de operator în teoria semnalelor permite stabilirea unor 
legături între semnale dintr-o mulţime sau din mulțimi diferite, acesta 
mulțimi trebuind să fie structurate adică să fie definite operaţii 
între elementele lor. Dăm câteva exemple de funcţionale şi operatori 
remarcabili utilizaţi în teoria semnalelor. 

în ceea ce priveşte analiza semnalelor, remarcăm că o problemă 
centrală o constituie descompunerea acestora în semnale mai simple. 
Ponderile cu care aceste semnale intră în semnalul analizat constituie 
spectrul semnalului în raport cu semnalele elementare adoptate pentru 
descompunere. O formă suficient de generală de descompunere a unui 
semnal dependent de o singură variabilă este: 


P A 
s(t)=3 aș, (t) +*Jalo)e(t,9)dg. 
1 A 
Determinarea semnalelor elementare care compun un semnal dat este 


echivalentă cu acțiunea unor operatori care "extrag" din semnalul 
inițial semnalele elementare corespunzătoare. 
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CLASIFICAREA SEMNALELOR 
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Clasificarea semnalelor constă în gruparea acestora în clase 
(mulțimi de semnale) având proprietăți comune pe baza cărora se 
dezvoltă metode specifice de studiu. Dificultatea clasificării 
semnalelor decurge din extrema varietate a acestora gi din 
posibilitatea imaginării unui mare număr de criterii. 0 clasificare cu 
pretenţii exhaustive ar avea caracterul "despicării firului în patru". 
Cu cât o clasă are mai multe proprietăţi comune, cu atât ea va fi mai 
restrânsă. Discuţia care urmează are implicit în vedere faptui că 
semnalele sunt modele matematice (reprezentând eventual o realitate 
fizică), iar criteriile de clasificare au în vedere cele trei elemente 


care determină o funcţie: domeniul,  codomeniul şi legea de 
corespondenţă. 


1. GENERALITĂȚI 


i. mare ŞI 2GOHOTE în multe situaţii se vorbeşte despre semnale 

şi zgomote, interpretarea şi separarea în aceste categorii făcându- 
se după criteriul utilității: semnalul este partea utilă,iar zgomotul 
csa deranjantă ("impurităţile"). Separarea în semnale şi zgomote este 
însă relativă aga cum rezultă din exemplul imediat următor. Desigur că, 


în accepțiunea dată de noi noţiunii de semnal, zgomotele sunt tot 
semnale. 


a "i 
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2. ExemPLU Tensiunea la bornele unei antene de recepţie conţine atât 
componente provenind de la staţiile de emisie cât şi componente 
datorate radioactivităţii galactice. Inginerul radio gi 
radioastronomul privesc cele două tipuri de componente în mod 
diferit: ceea ce pentru unul este zgomot, pentru celălalt este 
semnal util şi invers. Evident, aparatura (incluzând antenele) 
utilizate în cele două tipuri de aplicații vor fi astfel concepute 
încât să realizeze, în măsura posibilităților, o selectivitate 
corespunzătoare scopului urmărit. 


1.1 Criterii de clasificare a semnalelor 


Semnalele pot fi reprezentate prin funcții sau prin distribuții. 
Cum funcțiile pot fi considerate distribuții (funcţii generalisate), 
o afirmaţie de maximă generalitate ar fi aceea că semnalele sunt 
reprezentabile prin distribuții. în matematică se arată că orice 
distribuţie este reprezentată de o funcţie local integrabilă (a cărei 
integrală pe un domeniu mărginit este finită) sau de limita unui şir 
de funcţii local integrabile. Chiar dacă din acest punct de vedere o 
clasificare în semnale de tip funcţie şi semnale de tip distribuţie 
poate fi criticabilă, o vom adopta totuşi urmând a ne ocupa în detaliu 
de semnalele de tip funcţie. 

Vom continua deci, pentru moment, să identificăm semnalele cu 
funcţii de timp şi/sau de variabile spaţiale (sau care pot fi cel puţin 
interpretate drept variabile spaţiale). Pe de altă parte, distribuțiile 
se pot defini ca limite de funcţii "obişnuite" şi astfel considerarea 
semnalelor ca funcţii convine din punct de vedere conceptual, în parte 
şi pentru distribuții; desigur că există şi deosebiri fundamentale care 
vor fi scoase în evidenţă ulterior. 

înainte de a prezenta criteriile de clasificare a semnalelor 
trebuie subliniat faptul că, diversitatea semnalelor este atât de mare 


„încât este foarte greu de găsit puncte de vedere unanim acceptate. 


Punctul nostru de vedere va fi următorul: 

Criteriile de clasificare a semnalelor (considerate drept funcţii) 
sunt criterii de clasificare a funcțiilor. în mod logic, criteriile de 
clasificare se vor referi la domeniu, codomeniu şi la legea de 
corespondenţă. 
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2. CLASIFICAREA DUPĂ NATURA DOMENIULUI ŞI A CODOMENIULUI 


A. După numărul de dimensiuni ale domeniului 
- semnale unidimensionale s(t) sau s(x); 


- semnale multidimensionale (bidimensionale s(xz,t) sau s 


s(x,y), 
tridimensionale s(x,y,t) sau s(x,y,z), cu patru dimensiuni 
s(x,y;2,t)...etc.) 


MĂ EXEMPLE Semale fizice ale căror modele sunt semnale uni- sau 
multi-dimensionale (ordinea corespunde cu cea de mai sus): 
- semnalul reprezentând tensiunea la ieşirea unui amplificator sau 
intensitatea luminoasă pe o linie a unei imagini statice alb-negru 
TV; 
- semnalul reprezentând curentul într-o linie lungă de 
transmisiune (de exemplu cablu coaxial) sau intensitatea luminoasă 
a unei imagini statice TV; 
- semnalul reprezentând intensitatea luminoasă pentru o imagine 
TV dinamică sau semnalul reprezentând temperatura în fiecare punct 
al unei incinte termostatate; 
- semnalul reprezentând variaţia temperaturii în fiecare punct al 
unui circuit integrat: la punerea sub tensiune a acestuia există 
variaţii spaţiale (gradient de temperatură) şi temporale (în timp, 
distribuţia temperaturilor variază datorită disipării de căldură 
produse de diferitele dispozitive din circuitul integrat). 


23 OesEnvAȚIE Remarcăm caracterul general al noţiunii de semnal 
fizic. Deşi de cele mai multe ori semnalele sunt asimilate cu unde 
de tensiune şi curent utilizate în transmisia informaţiei, vom 
conveni să denumim tot semnale fizice, (conform definiţiilor 


noastre) şi mărimi neelectrice sau neimplicate direct în transmisii 
de date. 


Mulțimea tuturor semnalelor unidimensionale are cardinalul R” şi 


este necesar un efort de imaginaţie pentru a concepe o astfel de 
mulţime. 


B. După numărul de dimensiuni ale codoseniului: 

- semnale scalare (codomeniul este inclus în R); 
- semnale vectoriale (codomeniul este inclus în R” sau C”). 

3, Oasenvare Semnalele vectoriale pot fi intrinsec (fizic) 
vectoriale (cum ar fi de exemplu cele reprezentând câmpul electric 
care este o mărime fizică vectorială) sau pot fi mulțimi indexate 
(finite sau cel mult numărabile) de semnale scalare car+:, pentru 


SERN 





ARALELOR 


ULUI 


=(X,Y), 
nsiuni 


il- sau 


tor sau 
negru 


ză de 
iinoasă 


magine 
> punct 


nct al 
există 
ı timp, 
ăldură 


semnal 
u unde 
i, vom 
tiilor 
smisii 


R* gi 
el de 


jexate 
pentru 


SEANALE, CIRCUITE SI SISTERE e CLASIFICAREA SEMNALELOR 


a simplifica scrierea, sunt considerate vectori ale căror elemente 
sunt semnalele scalare. Astfel de semnale pot fi interpretate, 
chiar în afara unei semnificaţii fizice reale, drept semnale 
spaţio-temporale, variabila spaţială luând un număr finit sau 
infinit numărabil de valori. 


ÎXEMPLE (1) Semnalul de intrare într-un convertor analog/digital 
(A/D) este scalar. Semnalul de ieşire poate fi privit ca semnal 
spaţio-temporal sau ca semnal vectorial având un număr de 
componente egal cu numărul de biţi pe care se face conversia plus, 
eventual un bit pentru semn, 





Pig.1. Reprezentarea unui semnal cu caracter vectorial 


(2) Vectorul câmp electric (t, Z) în spaţiul din jurul unei 
antene de emisie poate fi reprezentat printr-o funcţie vectorială 
având trei componente, câte una pentru fiecare dintre cele trei 
direcţii ale unui triedru ortogonal considerat drept reper. 
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în Fig.1 este reprezentat un semnal cu caracter vectorial în raport 
cu variabilele spaţiale. (2=x1+y7]+zk) Expresia unui astfel de 
semnal este de forma: 


(t, Z) =e,(t, Z) ret, 2) J+e,(t,2)k 


în dispozitivele cu undă electrică de suprafaţă are loc 
propagarea unei oscilații mecanice însoțite de o oscilație 
electrică, cele două oscilaţii fiind legate prin efectul piezoelec- 
tric. 

într-un astfel de dispozitiv, în mod riguros, în fiecare punct 
se pot pune în evidență, pe lângă vectorul câmp electric gi un 
vector al deformării mecanice d=d(t,x, y, Z) gi, bineînțeles, 
temperatura T=T(t,x,y,z). 


C. După natura (reală sau complexă) a codomeniului 

- semnale reale (codomeniul este inclus în R sau R”) 

- semnaie complexe (codomeniul este inclus în C sau CC") 
{Semnalele complexe sunt utile din punctul de vedere al instrumentului 
matematic şi se interpretează ca perechi de semnale reale.) 


S; ExeuPLu Semnalele armonice se pot exprima ca părţi reale sau 
imaginare ale unui semnal complex: 


Acos (wt+4) = 
=ReaeJ(ot'0! = 


zA (ẹeilortẹ) +6 -jtec+ei ) 


N 


Pic 
în Fig.2 este prezentată interpretarea geometrică a formulelor lui 


Euler. Remarcăm că, în esenţă, ele exprimă un semnal real ca sumă a 5. 
două semnale complexe având părți imaginare egale şi de semne contrare. 

De aici rezultă gi semnificația noțiunii de frecvență negativă: fazorul 

corespunzător se roteşte în sens orar. Un semnal cosinusoidal. va fi o 

sumă de doi fazori care se rotesc în sensuri contrare. 


D. După caracterul finit, mărginit sau nemärginit al domeniului; 

- semnale cu domeniu mărginit (în general, pentru un semna) 
multidimensional, domeniul fiecărei variabile este mărginit: 

VteT, vxeX, |t|, |x|<e, etc.) 

- semnale cu domeniu nemărginit: 

- pentru toate argumentele sau 

~ pentru o parte din argumente. în rticular domeniul poate avea 
un număr finit de elemente. 


|| 


I 


























Fig.2. Interpretarea geometrică a formulelor lui Euler 


6. 
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| 0A=cos wt 


OBSERVAŢIE Vom face deosebire între semnale cu domeniu mărginit 
şi semnale cu suport mărginit: semnalele cu suport mărginit pot 
avea domeniul nemărginit (adică pot fi definite pe toată axa reală, 
dar suportul, adică mulţimea pentru care semnalul este diferit de 
zero este mărginit). 
De exemplu semnalul 
; SEST 
s(t) t, ST 

nu este definit pentru t<0, în timp ce semnalul 

8 ( t) =, IE bo 
este definit pentru toate valorile reale ale variabilei t. 


După caracterul finit, mărginit sau nemärginit al codomeniwlai: 
- semnale mărginite: Yt, x,y,z, |s(t,x,y,z) |<e 
- semnale nemărginite. 
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În particular, codomeniul poate avea un număr finit de elemente. 
F. După rezoluţia reprezentării în legătură cu domeniul şi codomeniul 


Clasificarea în funcţie de criteriul enunțat mai sus este cuprinsă 
în tabelul următor. 


„„M1) 


ga 
i Domeniul | AO Me 
H = k 


SR (R*) | analogice analogice analogice 


necuantizate i cuantizate digitale 


discrete 
cuantizate 





7. OBSERVAŢII (1) Semnalele digitale cel mai 
corespund valorii M=2, 

(2) Un semnal de forma s(t,x,y,z) poate fi analogic în raport 
cu anumite variabile şi discret în raport cu altele. 

(3) Este evident că 10,...,M-l)'c2cR. Prin urmare semnalele 
analogice cigitale sunt incluse în semnalele analogice cuantizate 
care sunt incluse în semnalele analogice în general. De asemenea, 
semnalele discrete cuantizate sunt cazuri particulare de semnale 
discrete, iar semnalele digitale, cazuri particulare de semnale 
Cuantizate. Pentru fiecare clasă de semnale prezentate în tabelul 
de mai sus există metode specifice de analiză precum şi 
posibilități de a stabili legături cu celelalte clase. 

(4) Deşi nu au fost marcate în mod special în tabel, semnalele 
analogice cu suport mărginit ca şi cele discrete cu suport finit 
formează clase remarcabile pentru care există metode specifice de 
analiză, 

(5) O mulţime finită de semnale dependente de timp de forma 
s;(t) poate fi considerată drept vector care poate fi, la rândul 
lui asimilat cu un semnal spaţio-temporal, variabila spaţială fiind 
discretă. Astfel, tensiunile de interes într-un circuit electronic 
pot fi reunite în vectorul tensiunilor lv(t)]. 

(6) Pentru fixarea ideilor, ori de câte ori vom vorbi de semnale 
unidimensionale sau bidimensionale vectoriale precum cele de la 


punctul precedent, convenim să considerăm timpul ca variabilă 
independentă, 


des utilizate 


anumite 


"j 


0 


stim ta 


în Fig.3 se exemplifică semnalele definite în tabelul de mai sus. 
Exemplificarea este pentru semnale unidimensionale variabila 
independentă fiind considerată timpul. în figură, semnalele discrete 


u | 
t A 


i E p 
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reprezintă aproximări, mai mult sau mai puţin exacte ale semnalelor 
analogice. De asemenea, semnalele digitale (M=2) schiţate sunt obţinute 
din semnalele analogice prin considerarea unui prag în raport cu care 
nivelul esta 0 sau 1. 


Codomeniul 


Domeniul 





Fig.3. Exemplificare a clasificării semnalelor după rezoluție. 


Denumirile consacrate ale simbolurilor din Fig.3 sunt următoarele: 
T=pas de eşantionare; D=pas de cuantizare; 0,1, ...,M-1 =nivele logice. 
Semnalele discrete vor fi notate cu argumentul între paranteze pătrate: 
s[n]. în partea de jos a fiecări celule s-au sugerat semnale care nu 
tind la zero când argumentul tinde la plus sau minus infinit. 
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3, CRITERII CARE SE REFERA LA LEGEA DE CORESPONDENȚĂ 


A. Criteriul modului de precizare a legii de corespondenţă 

- semnale deterministe, pentru care legea de corespondenţă este 
complet precizată; 

- semnale aleatoare, pentru care legea de corespondenţă este 
necunoscută sau incomplet cunoscută (semnale condiţionat deterministe); 
în aceste cazuri se utilizează alte informaţii despre semnale, sub 
forma unor caracterizări probabilistice precum şi a unor funcţionale 
consacrate, valabile pentru o întreagă clasă. 

în principiu, pentru orice semnal determinist se poate calcuia, 
valoarea numerică corespunzătoare oricăror valori ale argumentelor 
aparţinând domeniului de definiţie. Un semnal fizic va fi modelat 
printr-un semnal determinist fie dacă semnalul fizic a fost măsurat şi 
din rezultatele măsurătorilor s-a obţinut funcţia matematică care îl 
descrie, fie dacă semnalul fizic respectiv reprezintă ieşirea unui 
sistem determinist (adică descris de legi fizice cunoscute care permit 
determinarea valorilor la orice moment şi în orice punct de interes). 

Semnalele aleatoare sunt clase de semnale având proprietăţi 
statistice comune. Acest tip de model se utilizează fie atunci când nu 
interesează decât aspectele probabilistice ale unei clase de semnale 
fie atunci când legile fizice însele se exprimă în termeni de 
probabilității. 

De foarte multe ori modelele care se cer adoptate trebuie să 
reflecte atât caracterul determinist al unei părţi dintr-un semnal cât 
şi caracterul aleator al unei alte părţi. Un exemplu tipic îl 
constituie semnalele care modelează atât componentele utile, 
deterministe cât şi zgomotul inerent oricărei prelucrări de semnal. 


B. Criteriul apartenenţei la anumite spaţii de semnale precizate prin 
valorile unor funcţionale de tip "energetic" 

(semnificaţia se va clarifica în capitolele următoare) 

Vom considera numai semnalele unidimensionale, generalizarea la mai 
multe argumente fiind imediată. 


- semnale de energie finită: 


to 


- analogice: flatt) Ratce 


te 


- discrete: Ş |£f[n] feo. 





mai 


SEMNALE, CIRCUITE 
- semnale de energie infinită şi putere finită: 


- analogice: 





C. Criteriul comportării (eventual invarianţei) la acţiunea unor 
operatori 


Exemplificăm câteva clase uzuale de astfel de semnale, din nou 
pentru semnale temporale, 
r rioadă precizată (T N-în cazul 





- semnale periodice de 
- ; ) . 








semnalelor discrete sunt semnalele invariante la acțiunea 
operatorului de deplasare cu T (N) sau multipli de T (N). 
s(t-nT7)=s(t) 
s|[n-kN] =s [r] 
semnale periodice: formează de semnale. Ba 
cuprinde toate semnalele periodice 
i SĂ Oesenvațr: (1) Semnalul constant s(t)=A (sau slni=A, în cazu 





discret) cu A real sau chiar complex este invariant la 








operator de translație (cu un număr întreg în cazul secret) 
face parte atât din prima categorie de mai sus ra ar fi T sa 





r 
N) cât şi din a doua. 
(2) Este 
periodic (în particular constant) este 


- semnale derivabile: sunt semnale 
operatorului de derivare în sens clasic (în 
semnalelor derivabile este mult mai largă); 





- semnale integrabile (sumetile, în cazul di 
(suma) pe întreg domeniul de definiţie este mărgini 





emnale reale (imaginare): 
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- semnale limitate în timp: (de asemenea au mai apărut în 
clasificare anterior) sunt semnale invariante la înmulțirea cu un 
semnal "fereastră de timp" având suportul suficient de larg. 
Fereastra de timp (rectangulară) este semnalul: 


1 <t 
[tl = 


Pe (t)= T 
p e 
o |el-= 


- semnale limitate în frecvenţă: sunt semnalele pentru care 
suportul transformatei lor Fourier este mărginit. 


- semnale "cauzale" ("anticauzale”): sunt semnalele invariante la 
înmulţirea cu semnalul treaptă unitate o(t) [o(-t)]. 


- semnale pare (impare): sunt semnalele invariante la acţiunea 
operatorului de schimbare a semnului variabilei independente t-> -t 
(respectiv la acţiunea acestui operator urmată de schimbarea de semn). 


4, SEMNALE - DISTRIBUȚII 


4.1 Reprezentări prin distribuții ale semnalelor analogice 


Multe tratări teoretice se simplifică în mod considerabil dacă, în 
locul unor semnale reprezentabile prin funcţii se utilizează 
reprezentări distribuţionale. 

Ne reamintim că distribuțiile sunt funcţionale (reguli prin care 
se ataşează numere unor funcţii) liniare şi continue, definite pe 
anumite spaţii de funcţii (spaţii fundamentale). 

în mare, distribuțiile se definesc pe spaţiile fundamentale 
cuprinzând funcţii "cuminţi" din punctul de vedere al derivabilităţii 
(admit derivată de orice ordin) şi al comportării la infinit (scad la 
zero împreună cu toate derivatele). în acest mod este posibil să se 
lucreze cu funcţii şi limite ale acestor funcţii având comportări în 
extrema cealaltă (variaţii rapide ale lor şi ale derivatelor), 
produsele dintre cele două feluri de funcţii fiind, încă, integrabile. 

Teoria distribuţiilor reprezintă un cadru foarte general în care 
se poate dezvolta teoria semnalelor. Cea mai utilizată distribuţie 
singulară este distribuţia Dirac care va fi prezentată în cele ce 
urmează. 
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1. DrsrarBuzIa Dirac 5(.) Distribuţia 6(.) se defineşte pe spaţiile 


D 1 sau S 2 sau chiar al funcţiilor continui c° prin relaţia: 
<6,s>=s (0). 
în particular: 
<6(t,x,y,2),s(t,x,y,z)>=s(0,0,0,0); <6(t),s(t)>=s(0); 
<&(t-a,x-b,y-c,2-4) ,s(t,x,y,z)>=s(a,b,c,d); <(t-a),s(t)>=s(a); 
unde s(.) este o funcţie continuă în oricare din argumentele sale. 
Formal, proprietăţile de mai sus se pot scrie folosind notații 
matematice referitoare la funcţiile obișnuite şi la integralele 
acestora: aşa numita proprietate de filtrare: 
[ist Z)8(t- tor X-Xyı Y -Yo Z-Za) dtdxdydz=s | to, Xg Yar Zo, 
Lă 
unde £f(.,.,.,.) este o funcţie continuă în toate argumentele. Rezultă: 
s(t,x,y,z)6(t-a,x-b,y-c,z-d)=sla,b,c,d)6(t-a,x-b,y-c,z-d) 
şi 


+ eo 00+e0+90 


[Jf fi ey. z) dtdxdydz=1. 


e ms 


în particular, pentru cazul unidimensional, 


[slt (t-t) dt=s(t,) si 


s(t)Ò (t-t) =5 (to) ð (t-ta) ; fö(t)dt=1 


De asemenea: 
S(at)=lal-*6(t). 


Derivata unui semnal având o discontinuitate în t, de forma: 
s(t)=s,(t) +[8(tp+)-s(t0-)10 (t-t) 


unde s.(t) este continuu, este: 





1 Spaţiul D este spaţiul funcţiilor indefinit derivabile, cu 
suport compact în care convergenţa la zero este definită prin condiţia 
ca în fiecare punct toate derivatele să tindă la zero. 


2 Spaţiul S este spaţiul funcţiilor rapid descrescătoare la zero 
(mai repede decât orice putere), indefinit derivabile şi pentru care 
convergenţa la zero este definită la fel ca pentru funcţiile din D. 


Ya 
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NEPREZENTARI COMBINATE Semnalele analogice pot fi reprezentate 


prin combinații (sume) de semnale-analogice "pur sânge" şi semnale 
og discrete. 
la aceste reprezentări suprapunem şi componente aleatoare 
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Fig.4. Exemple de semnale analog-discrete 


pot fi aproape la fel de complicate, deşi, caracterul discret este 
inerent mai simplu decât cel analogic. 


4.3 Relații între semnale analogice, discrete şi analog- 
discrete 


Din nou, considerăm cazul semnalelor unidimensionale dependente de 
timp. Plecând de la un semnal analogic se poate obține, prin 
eşantionare uniformă cu pasul T, un semnal analog-discret conform 
formulei: 


teo 


3, -alt)=75 a(aTyð (t-nT). 


Din punct de vedere matematic, operaţia de eşantionare se exprimă 
prin înmulțirea semnalului analogic cu semnalul periodic analog 
discret: 


70(£) -T9 8 (E-nT) . 


(În principiu, eşantionarea se poate face prin înmulțirea numai cu 
ô, (t); se preferă introducerea factorului de scară T care conferă 
avantajul unei interpretări energetice mai convenabile, aşa cum se va 
vedea mai târziu.) 
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Pe baza proprietăţilor semnalelor distribuţionale de tip impuls 
Dirac, avem: 


Beat) =g (t) 797(t)=s(t) TF 8 (t-nT)=TF sin) (t-a7) . 
Plecând de la semnalul analog discret obținut anterior, trecem uşor 
la semnalul discret ataşat acestuia, notat s[n], folosind formula: 


s[n] :=Ts (nT) :=§` s1k18 [n-k] . 


Semnalul discret 6ln] este echivalentul discret al lui 6(t) gi 
corespunde semnalvlui discret având singura valoare diferită de zero 
pantru n=0. Proprietățile acestui semnal sunt: 


binii 230; slnlð [n-k] salk], Y s[k]ð [n-k] +31). 


Observăm că, formal, diferenţa dintre semnalele analog discrete şi 
cele discrete constă în interpretarea funcţiilor (t) şi 6[n]. 
Informaţia despre perioadă la trecerea la semnale discrete se regăseşte 
numai în factorul de scară T. 

Trecerea de la semnalele discrete la semnalele analogice se numeşte 
restaurare şi, evident, nu este univocă. Această trecere se poate face 
prin adoptarea unui pas T şi a unui semnal i(t) numit impuls de 
interpolare. Dacă se doreşte ca semnalul restaurat, să conducă, printr- 
o nouă eşantionare (în aceleaşi puncte), la semnalul discret iniţial, 
impulsul de interpolare trebuie să satisfacă proprietatea: 


i (nT) =(0: n=0 


0; nx*0Q* 
Din punct de vedere matematic, restaurarea se exprimă prin formula: 
s,(t) = 15 s[n] i (t-nT) 


5. SEMNALE REMARCABILE 


5,1 Ce sunt semnalele remarcabile ? 


Câteva motive pentru care anumite semnale sunt des utilizate ar fi 
următoarele: 


- semnalele au un corespondent fizic uşor de realizat practic 
(sunt uşor de produs); 


- au expresii matematice simple, deci sunt uşor de prelucrat 
matematic; 
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- sunt invariante (cel puţin ca formă) la acţiunea unor operatori 
sinpli; 

- sunt soluții (generale, particulare sau fundamentale?) ale unor 
ecuații remarcabile. 

- sunt utile în generarea unor operatori care, la rândul lor, sunt 
utili în aplicaţiile practice de transmisii şi prelucrări de semnale; 

- datorită proprietăților de mai sus, sunt utilizate în 
descompunerea unor semnale în semnale mai simple. 


5,2 Câteva semnale remarcabile 


în continuare vom prezenta câteva clase de semnale "remarcabile" 
utilizate în teoria semnalelor. 

- Semnale constante. Exemple: s(t)=1 VteR; s[n]=1 Vnez. 
Semnalele constante analogice sunt invariante la operatorul de 
translație, oricare ar fi valoarea constantei t de translație (TER). 
Derivata acestor semnale este nulă. 

Semnalele constante discrete sunt invariante la operatorul de 
translație discretă oricare ar fi constanta kez. 

- Semnale treaptă. Exemple: 

o(t): o(t<0)=0, -o(0)=1/2, o(t>0)=1 

oin]: ofn<0]=0, ofnz0]=1. 

Derivata în sens distribuţional a semnalului treaptă analogic este 
impulsul Dirac unitate 5(t). 


t. ÛBSERVATIE Este absolut necesar de făcut deosebire între 


semnalele constante şi cel de tip treaptă. 


- Semnale de tip exponențial, Exemple: 

s(t)=exp(at); teR; aec 

sin]=explan]; nez; aec 

Proprietatea fundamentală a semnalelor de tip exponențial analogice 
este invarianța formei acestora sub acțiunea operatorilor de derivare 
şi de deplasare în raport cu variabila independentă. Semnalele 
exponențiale discrete sunt invariante, tot ca formă la acțiunea 
operatorilor de deplasare cu o valoare întreagă. 


> Soluţia fundamentală a unei ecuaţii diferenţiale sau cu 
diferenţe finite liniare ordinare este soluţia corespunză re 
membrului drept egal cu ó(t) respectiv 6ln]. Cunoaşterea soluţiei 
fundamentale permite determinarea soluţiei ecuaţiei pentru orice formă 
a membrului irept prin convoluţia acestuia cu soluţia fundamentală. 
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Cazuri particulare de semnale de tip exponențial: 
- semnale reale de tip exponențial (a,aeR) 
- semnale de tip exponențial cu exponent imaginar (a=ju, a=jb). 


2, OsERVAȚII (1) Semnalele de forma 


e“tcos(wt+0) 
sunt sume de semnale de tip exponențial (formulele lui Euler). 
(2) Semnalele constante sunt semnale de tip exponențial cu 
coeficientul exponentului nul. 
(3) Semnalele de tip exponențial nule pentru valori negative ale 
timpului se obţin prin înmulţirea cu semnale treaptă, 


5.3 Impulsul Dirac şi şiruri reprezentative pentru acesta 


Semnalul 6(t) a fost prezentat anterior. Este cunoscut faptul că 
orice distribuţie singulară aşa cum este şi 6(t) poate fi considerată 
ca limita unui şir de funcţii (şir reprezentativ pentru 6(t)). Câteva 
semnale remarcabile pe baza cărora se pot construi şiruri 


reprezentative pentru impulsul 6(t) (dar care sunt utile şi din alte 
motive) sunt: 


p(t) f} i n (fereastra temporală dreptunghiulară) 
Wa 





sa | t) = ae (semnalul sinus atenuat); 
g(t)=e"** (impulsul Gauss); 

0, ES-T 

l+ r ESES 


(semnal (fereastră) triunghiular); 
t OSST 


1- 
0; Ùt 


1: OesERVAŢII înmulţirea unui semnal cu suport finit cu fereastra 


temporală cu lărgime suficientă lasă semnalul neafectat. Semnalul 
sinus atenuat are drept transformată Fourier o fereastră 
dreptunghiulară în domeniul frecvenţă. Impulsul Gauss este 


invariant la acţiunea transformatei Fourier. (Aceste proprietăţi 
vor fi discutate ulterior). 


Exprimarea distribuţiei 6(t) ca limită de şiruri reprezentative 
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Sinat =limł q, ( 





d (t)=lim A-p(£) =lin 


ş-=-0 ó pe TI -0 T 


Prin periodizarea semnalului 6(t) se obține semnalul ó„{t): 


Semnalul ő, (t) este important deoarece, cu ajutorul său se pot 
exprima semnale analog discrete (prin înmulțire) sau semnale periodice 
(prin convoluție). 


AA 


6. REZUMAT 


Clasificăm semnalele după criterii (matematice) care derivă din 
punctul de vedere conform căruia semnalele sunt modele matematice ale 
semnalelor fizice. Astfel, criteriile de clasificare iau în considerare 
domeniul, codomeniul şi legea de corespondență precum şi diverse 
funcţionale care pot fi ataşate funcţiilor semnal. în legătură cu 
domeniul şi codomeniul, semnalele pot fi clasificate: a. după nimărul 
de dimensiuni ale domeniului. (semnale unidimensionale şi 
multidimensionale) şi codomeniului (semnale scalare şi vectoriala), b. 
după natura reală sau complexă a codomeniului (semnale reale şi semnale 
complexe), c. după caracterul mărginit sau nemărginit al domeniului şi 
codomeniului, d. după rezoluţia reprezentării în legătură cu domeniul 
şi codomeniul (semnale analogice şi discrete) etc, 
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modul de precizare a acesteia (semnale deterministe sau aleatoare), b. 
comportarea sub acțiunea unor operatori (semnale periodice, derivabile, 
integrabile, reale imaginare, limitate în timp, în frecvenţă, cauzale, 
anticauzale, pare, impare etc.), c. valorile unor funcționale de tip 
"energetic" atasate etc. 

Prezentăm succint proprietăţile distribuţiei 6-Dirac. Arătăm că 
esta util să se lucreze cu semnale complexe, formulele lui Euler fiind 
exemple de reprezentări avantajoase ale semnalelor armonice; conceptul 
de frecvenţă negativă este legat de aceste reprezentări. Discutăm 
motivele pentru care o serie de semnale pot fi considerate 
"remarcabile" şi trecem în revistă câteva clase de astfel de semnale 
între care semnalele constante, treaptă, de tip exponențial (cu 
ajutorul cărora se exprimă semnalele periodice) şi impulsul 6-Dirac 
pentru care sunt date si câteva şiruri rep) ntative (şiruri a 


5 
limită este distribuţia 6). 
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Modelarea de tip "black box" . E de E AE e a a 4 
TIPURI DE MODELE, CERINȚE, PROPRIETĂŢI E E A U a 5 
Cerinţe pentru modelul unui sistem fizic . ENa 7 
REPREZENTAREA SISTEMELOR . . soe s m o . eonen oes ws 8 
Noțiunea de stare . . . ai Drina Sim da dc: 10 
Modalităţi de PS iri are a a E PR E E a AI 7 
Ecuatii de stare şi ecuații de ieşire ....... . . 14 
Proprietăţile ecuaţiilor de stare . . E 15 
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Modelarea sistemelor fizice constituie piatra de încercare a 
oricărei activităţi inginereşti. în acest capitol vom face câteva 
consideraţii privind principiile generale implicate de procesul 
modelării în legătură cu reprezentarea şi caracterizarea sistemelor 
fizice. 


1. PARTICULARITĂȚI ALE MODELĂRII SISTEMELOR FIZICE 


1. GENERALITĂTI Câteva puncte de plecare în modelarea unui sistem 
fizic sunt următoarele: 
~ delimitarea în timp gi în spațiu a sistemului fizic; 
- stabilirea semnalelor fizice de interes în funcţie de scopul şi 
condițiile (ipotezele) modelării; 
- stabilirea legilor fizice a căror acţiune este determinantă în 


E 
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evoluția sistemului fizic; 

- stabilirea claselor din care fac parte semnalele de intrare şi 
de ieşire; 

- stabilirea clasei din care urmează să facă parte modelul 
(tipul modelului), desigur corelată cu clasele semnalelor (modelele 
sistemului şi ale semnalelor aferente sunt în interdependenţă) ; 

- stabilirea metodelor care urmează a fi utilizate la analiza 
modelelor construite. 


Deşi în cele ce urmează ne vom referi la sisteme din domeniul 
electronicii, principiile pe care le vom enunţa sunt valabile într-un 
cadru mult mai larg. Acest lucru este important, între altele, şi 
datorită legăturilor pe care inginerul electronist trebuie să le facă 
cu alte domenii care utilizează serviciile oferite de electronică. 

în esenţă, modelele sistemelor fizice (ca şi cele ale semnalelor 
fizice) trebuie să permită pe de o parte caracterizarea proprietăţilor 
de interes şi pe de altă parte determinarea unor perechi de semnale 
(intrare, ieşire) reprezentând comportarea sistemelor respective, 

Relaţiile matematice obţinute în urma modelării unui sistem fizic 
pot corespunde unui obiect abstract sau unor conexiuni de astfel de 
obiecte. în acest fel se poate îmbina modul de gândire fizic cu cel 
matematic. 


v [i [] ' [i [i v g ' . 
1.1 Marimi fizice care influențează funcționarea unui sistem 

fizic 

în principiu, toate fenomenele din natură sunt interdependente, 
influenţându-se reciproc. Aceste interdependenţe sunt, din punct de 
vedere ingineresc, pentru o aplicaţie dată, de două feluri: importante 
şi neglijabile. La începutul oricărui proces de modelare este absolut 
obligatoriu să se precizeze condiţiile în care urmează a funcţiona 
sistemul modelat. Aceste condiţii se referă nu numai la mărimile fizice 
de interes direct,ci şi la nivelele şi formele de variaţie ale unor 
mărimi fizice care influenţează indirect comportarea sistemului fizic. 

Funcționarea unui sistem (aparat) poate fi influenţată în mod 
important de factori precum: temperatura, presiunea, umiditatea, 
vibraţiile mecanice, variațiile tensiunii de alimentare, câmpul 
magnetic de joasă frecvenţă, câmpul electromagnetic de înaltă 
frecvenţă, atmosferă salină, mediul exploziv, contaminarea cu lichid, 
praf, noroi, radiaţii etc. 
Influențele unora dintre aceşti factori pot fi considerate în 

procesul modelării şi în proiectare. Sunt însă factori care practic nu 
pot fi prinşi în modelele matematice. Acesta este motivul pentru care 



























SEMNALE, CIRCUITE SI SISTEME 6-3 RODELAREA, REPREZENTAREA SISTEMELOR 






nu se renunţa în totalitate la experiment chiar dacă în procesul 
proiect; s-au utilizat modele matematice satisfăcătoare. 


1. DOUĂ TIPURI DE MODELARE: FIZICĂ ŞI "BLACK BOX" 


] y 
1,1 Modelarea fizică 
Această formă de modelare 
care guvernează comportarea ste 
parametrii fizici cuprinşi în cela exprimă aceste 
legi sunt măsurabili, cu o precizie adecva ată, iar Teli ile matematice 
rezultate pot fi soluționate cu tehnicile = calcul de care dispunem, 
O tehnică curentă folosită în modelarea fizică constă în 
partiționarea sistemului fizic analizat în subsisteme fizice şi 
modelarea separată a acestora împreună cu stabilirea relaţiilor 
implicate de modul de interconexiune. 








legile fizi 
mt cunoscute, 











be Erare ALE  MODELARII FIZICE Câteva etape importante 
modelării fizice sun 
-~ ident tificarea mărimilor fizice de interes şi stabilirea claselor 
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face parte modelele acestora (semnalele de intrare 


ea sistemului fizic în vederea modelării separate a 





relaţiilor reprezentând legile fizice care e data 
i omel ji baza măsurătorilor menite a determin 
laţiile constitutive); 

ierea relațiilor reprezentând constrângerile impuse de modul 


ctare (relaţiile de interconexiune); 


comportar 
constantele de ma 








izarea relaţiilor obținute în vederea obţinerii unor modele 
derivate adecvate scopului analizei. 






AF E xzuPLu Un exemplu tipic de modelare fizică îl constituie 
modelarea unui circuit electronic obişnuit pentru care subsistemele 
fizice sunt chiar componentele şi dispozitivele prin 


interconectarea cărora este constituit. 
ă în subsisteme; compromisul 


rtiţionarea în subsisteme este importantă 
proiectare, Sinteza şi proiectarea se 
timă instanță prin interconectarea unor subsisteme 
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fizice. Cunoaşterea modelelor matematice ale acestor subsisteme (care, 
de multe ori, au fost proiectate pentru a realiza relaţii matematice 
impuse!) permite studiul posibilităţilor de interconectare astfel încât 
să se realizeze un sistem mai complicat. Cu alte cuvinte, partiţionarea 
fizică (spaţială) determină o partiţionare a relaţiilor matematice. 
Acestea din urmă pot fi ulterior grupate după alte criterii, legate 
eventual de facilităţile de calcul, astfel încât corespondenţa între 
partiţionările fizice şi matematice să dispară. 

în procesul prelucrării matematice a modelelor, separarea între 
relaţile constitutive şi cele de interconexiune dispare. Relaţiile 
prelucrate pot fi interpretate ca reprezentând modele ale unei alte 
realităţi fizice constând din alte elemente constitutive şi alte moduri 
de interconectare. Astfel se poate pune problema sintezei sau 
proiectării unor sisteme fizice compuse din subsisteme diferite şi 
echivalente din punctul de vedere al comportării cu sistemul de la care 
s-a plecat. Evident, problema echivalenţelor se poate pune plecând de 
la un model matematic impus (şi nu obţinut prin modelarea unui sistem 
fizic existent): suntem în cazul unei probleme tipice de sinteză sau 
proiectare pentru care pot exista mai multe soluții. Aceste soluţii pot 
satisface în anumite limite un compromis structural în sensul 
raportului dintre complexitatea subsistemelor şi cea a 
interconexiunilor. Cu alte cuvinte, sisteme fizice echivalente se pot 
realiza prin interconectări simple de subsisteme. complexe sau prin 
interconectări complicate de subsisteme simple. Aceeaşi observaţie este 
valabilă la nivelul modelelor, respectiv al interconectării de obiecte 
abstracte. 


1.3 Modelarea de tip "black box" 


Acest tip de modelare se utilizează atunci când se modelează 
sisteme fizice guvernate de legi fizice insuficient cunoscute sau când 
complexitatea sistemului modelat este prea mare pentru ca acesta să se 
modeleze prin scrierea relaţiilor care exprimă legile fizice. 

Sistemul este considerat o "cutie neagră” al cărei interior este 
necunoscut. Desigur aceasta este o ipoteză extremă deoarece întotdeauna 
se ştie câte ceva despre sistemul care urmează a fi modelat; fiecare 
informaţie în acest sens este utilă. 


2 Adică să corespundă eventual unor obiecta abstracte având 
comportări uzuale. 
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DU ce A E Ila 

1. ETAPELE MODELARII BLACK BOX » 
- determinarea unor rezultate experimentale obţinute prin 


aplicarea unor semnale test: (a căror alegere depinde de clasa de 

semnale care vor constitui excitaţii pentru sistemul modelat); 
- propunerea unui model matematic care se doreşte a fi valabil 

pentru clasa semnalelor de intrare de interes; cu cât clasa semnalelor 

de intrare pentru care se face modelare ste 

modelul rezultat va fi mai simplu; 


e 


mai restrânsă, cu atât 





- validarea modelului prin compararea rezultatelor experimentale 
cu cele obținute din model. 

Desigur că, în anumite situații, modelarea fizică şi cea de tip 
“black box" pot fi combinate. 


2. ExEuPLU Un exemplu, poate puţin surprinzător, de utilizare a 
modelării de tip "black-box" este legat de banala bobină cu miez 
tic. Nu s-a reuşit să se obţină un model fizic 
r pentru caracterizarea comportării bobinei cu miez la 
excitaţii şi s-a recurs la modelarea de tip "black-box" 
tfel, (numai) pentru semnale constante sau combinații de 
semnale constante şi sinusoidale, descrierea comportării se face 
SR 





sunt funcţii scalare care se determină 
primă magnetizare şi din analiza 
espunzătoare diferitor amplitudini şi 





2. TIPURI DE MODELE, CERINŢE, PROPRIETĂȚI 


1: Mo ODELE PRIMARE ŞI DERIVATE Modelarea implică mai multe etape care 
ual trebuie reluate dacă modelul obţinut nu este satisfăcător. 
Primul model obţinut în procesul modelării va fi numit model primar iar 


modelele ulterioare, modele derivate (obţinute prin organizarea 














nale tipice utilizate în testarea sistemelor fizice 

ii de tip "black-box" sunt: semnale constante de 
ini, semnale periodice (sinusoidale, dreptunghiulare, 
c.) de diferite amplitudini şi frecvenţe, semnale de 
ite amplitudini şi compoziţii spectrale precun şi 
tfel de semnale. 






în vederea mode 
diferite amı 
triunghiul: 
tip zgomot 
combinații 


i 
a 








IRCUITE 








face şi 
matemati 


r 2 . LOCALE ŞI GLOBALE 





e 


com 





a chi componentele) 








ze 








z 3: MacpovoneE 


d = pa = i mitoa 
a principial li însă. în multe 
tuaţii modelul li ilor gi 
















ă a recurge e la 
derivate simvle. 
situaţie este omplica pentru 
care modelarea fizică inclusa - c 
timpului de cal [ situații 









3 Sunt situat 






















“a 


= 


SEREA £ 


RALE TENI -7 MODELAREA, REPREZENTAREA SISTEMELOR 





























i. 0 
i ] 7 fizi mplicate* 7 
T STSTEMEI teme sunt hiva 2 în sensul pHi 
g = descriu sunt identice. Peg 
de reprezentare şi de ea 
st l schi de > (intrare e) existente PRES 
Sé f aY = { = ze 
Trebu ‘t că e a a 
au pre mal € 
ul e 
| i SA € ui J 
ardă este 
5 p 
2.1 Ce de] j | = 
lelâri trebuie să 
i ie admisibilă; i 
Fi Ă determinarea 
unol > date experimentale de la care s-a si 
pl i 
iică să permită obţinerea unor 
date perimente efectuate ulterior realizării R 
K 
model 
3 ităt itatis n privință comportărilor = 
experin ilate (de exemplu, dacă sistemul fizic se comportă £ 
astfel mn til a ţie de mică amplitudine, x 





ului) 








litate ruct là adică, la variaţii mici ale 
parame iodelt i, să nu apară variații importante ale = 
comporta] g 


modelare "black-box" fie o 
lificări o sinteză 
complicat) 

















IERTAREA SISTERELOR 





CIRCUITE SI SISTERE 





SERMALE, 





1; SeaIu ŞI TIMP ÎN MODELAREA SISTEMELOR în principiu, modelul 
oricărui sistem fizic reprezintă o legătură între mărimi fizice 
care depind atât de timp cât gi de coordonate spaţiale. Este deci 
normal ca orice model să conţină, în general, atât variabila temporală 
cât şi variabilele spaţiale. 
în mod ideal, ne-am putea propune cunoaşterea tuturor semnalelor de 
interes dintr-un sistem fizic în orice bunet al acestuia gi la orice 
moment de timp. în multe cazuri, însă, numărul d abile da interes 
este mult mai mic, fiind suficient də exemplu să se cunoască variațiile 
semnalelor într-un număr limitat de puncte. Un əxzempiu îl constituie 
cunoagterea curentului printr-o bornă de acces într-un circuit fizic 
fără a se ţine seama de distribuţia liniilor de curent în volumul 
conductorului de conexiune”. 
Operatorii care + : în modelul unui sistea vor acţiona, în 
general asupra unor funcţii (semnale) dependente atât de timp cât gi 
de spaţiu. Este astfel posibil ca într-un model să apară atât operatori 
de derivare temporală cât şi operatori de derivare ; 











lat] 


Brene (1) Ecuațiile câmpului electromagnetic conţin operatori 
de derivare temporală şi operatori de derivare spaţială. 

(2) Comportarea unsi linii electrice lungi este descrisă de 
ecuații în care apar derivate parțiale (derivate atát în raport cu 
timpul cât gi cu variabila spaţială). 

(3) Roboții sunt sisteme fizice pentru care coordonatele 
spaţiale ale unor părți din sistem depind de tiap. 


3. REPREZENTAREA SISTEMELOR 





Până acum am văzut că un sistem poate fi priv: egătură între 
semnalele de intrarea gi semnale de iegire şi pentru care trebuie 
precizate domeniul (mulţimea semnalelor de intrare) codomeniul 
(mulţimea semnalelor de ieşire) şi legea de corespondenţă dintre cele 
două mulţimi. 

Punctul de vedere de 
şi practic. Sistemul este asimilat de 





foarte util atât conceptual cât 
ci cu tabelui tuturor perechilor 








5 în cazul dispozitivelor semiconductoare distribuţia neonogenă 
a liniilor de curent poate produce puncte fierbinţi care să determine 
modificări ireversibile ale structurii sem toare gi astfel 
deteriorarea performanţelor. Acesta este un e u ca demonstrează. 
că explicarea anumitor efe nu se poate face decât luând în 
considerare modele mai ra 
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(semnale de intrare, semnale de ieşire) pentru toate semnalele de 
interes din domeniul de definiție al operatorului. 

Dacă, pentru fixarea ideilor, ne referim la un sistem având o 
singură intrare şi o singură ieşire (dependente evident numai de timp), 
ne putem imagina reprezentarea sistemului sub forma unui tabel 
cuprinzând toate perechile ordonate posibile de semnale de intrare 
S,(£) şi de ieşire y,(t): 


Cu alte cuvinte, pe baza tabelului se poate spune că dacă la 
intrare se va aplica semnalul s(t), la ieşire va rezulta semnalul 
y(t) ş.a.m.d. (Generalizarea pentru cazul mai multor intrări şi ieşiri 
este imediată: Sj şi Yi devin vectori de semnale). 

Astfel, sistemul este cunoscut prin faptul că pentru orice semnal 
de intrare se poate preciza semnalul răspuns. 





t: OBSERVATII (1) Tabelul imaginat anterior este în marea majoritate 
a cazurilor infinit deci utilizarea lui practică este nerealistă 
deşi, conceptual, este extrem de util. Este deci necesar să se 
precizeze un mecanism de generare a perechilor (deci de 
reprezentare concentrată a legii de corespondenţă). 

(2) seama de faptul că un sistem fizic poate fi 
reprezentat prin mai multe modele, având grade de complexitate 
diferite în funcție de scopul modelării, pentru un sistem fizic dat 
ne putem imagina un număr nelimitat de astfel de tabele mai mult 
sau mai puţin complete. în mod echivalent, în urma procesului de 
modelare vor rezulta diferite mecanisme de generare a perechilor 
(modele derivate). Aceste mecanisme (ecuaţii sau operatori) fie 
generează numai o parte din perechile corespunzătoare unor modele 
mai complexe, fie generează perechi care le aproximează în anumite 
limite pe acestea din urmă. 

(3) în tabel vor exista, în general, mai multe perechi având 
acelaşi semnal de intrare (pe primul loc) şi semnale diferite de 

ieşire (pe locul al doilea). 














W 


Li 
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3.1 Noțiunea de stare 


Tinând seama de observația (3) este clar că, pentru a determina în 
mod unic semnalul de ieşire (răspunsul) al unui sistem corespunzător 
unui semnal de intrare dat, tabelul trebuie completat: este necesar să 
fie precizată starea sistemului. 


Starea reprezintă informația suplimentară (necesară gi suficientă) 
care trebuie cunoscută în legătură cu un sistem astfel încât, ştiind 
excitațtia, să se poată determina răspunsul în mod unic. 


Starea poate fi considerată ca un rezumat al evoluției sistemului 
de la "naşterea" sa (considerată la timpul minus infinit) până în 
momentul aplicării excitației de interes la care se doreşte răspunsul. 
în esenţă, cunoaşterea stării la momentul tọ ne scuteşte de calculul 
evoluţiei sistemului până în acel moment (evident cunoscând excitaţia 
de la minus infinit la ty). 

Dacă ne referim din nou la tabelul imaginat anterior, starea poate 
fi privită ca o "etichetă" care însoţeşte fiecare pereche din tabel cu 
scopul de a diferenţia între ele perechile care au acelaşi semnal de 
intrare pe primul loc (şi, evident, semnale de ieşire diferite pe locul 
al doilea). 

Starea unui sistem poate fi caracterizată printr-un număr, mai 
multe numere, sau o infinitate de numere (chiar nenumărabilă). într-un 
sistem se pot pune în evidenţă anumite semnale ale căror valori în 
fiecare moment reprezintă starea sistemului”. 





s 
pe cele două mulțimi se defineşte un operator care face să cor 
un răspuns unic oricărei combinații mărime de intrare + stare. Relația 
(ieşirea corespunzătoare unei intrări nu este unică) reprezentată de 
tabelul cu perechi neetichetate devine aplicație dacă domeniul este 
constituit din reuniunea mulțimii semnalelor de intrare şi mulțimea 
stărilor (ieşirea corespunzătoare intrării şi stării este unică). 


N 
[usi 





` în cazul circuitelor analogice starea la un moment dat este 
reprezentată de valorile tensiunilor pe condensatoare şi a curenților 
prin bobine la acel moment. Astfel, spaţiul stărilor pentru un circuit 
cu c+b condensatoare şi bobine este de dimensiune R'?*?) (în principiu 
orice (b+c)-uplu de valori poate reprezenta starea circuitului). Pentru 
circuitele digitale starea este reprezentată de valorile ieşirilo 
bistabilelor (care reprezintă, în general memoria sistemului). Numărul 
elementelor sbaţiului stărilor este în acest caz 20 unde N este numărul 
total de bistabile din sistem. 
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prin operatori pentru o stare dată, 


forma: 





y(t) =op(t, tp: X (tọ) e(t 





care permite, 
o intrare dată, 
azul sistemelor 
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momentul t, şi 





(2) în ca 





sistemelor iniare 


operatorul are forma 


yR: Po, x[n]. eln) n mca xn +9 A 


(3) Aceeaşi formă 
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operațiile mul Se 
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ame 


existenţa şi unicitatea soluţiei pentru a putea apela la tehnicile de 
calcul. 


6. ÛBsERVATIT (1) între ecuații şi operatori 
legături. Pe de o parte, o ecuaţie este 


operatori. Pe de aită parte, în conditii in: 
în care sunt precizate în mod erpi telt 
intrare furnizează, în 
(intrare-ieşire) adică, în i foid E 
leagă intrarea de ieşire. 

(2) O variantă de reprezentare prin ecuaţii este aceea 
corespunzătoare unor probleme de extrem. Principia! luc 
astfel: semnalul de ieşire asociat unui semnal de intrare 
se determină căutând funcţia (semnalul) care mini 
funcţională asociată semnalului de intrare. 

























3.3 Rcuații de stare şi ecuații de ieşire 
Atunci când ecuaţiile care descriu un sistem sunt organizate în 
forme convenabile solutos, se poate vorbi de ecuații intr 
ieşire (care permit determinarea ieşirii cunoscând excitaţia şi starea 
iniţială); 


S: TxĂxB-Y 
unde £ este mulţimea (clasa) semnalelor de intrare, T este mulțimea 
eomentelor de timp, X este tepe stărilor, iar Y este mulțimea 
(clasa) semnalelor de ieşir 








Mai precis, dacă la momentul t, începând cu > aplică 
excitaţia e(t}, starea sistemului este x„=X{to); semnalului 





de ieşire la momentul t>t., va fi: 
y(t) =p|t, Cor Xl to) ret c] 
unde $ este o funcție de forma: 
p :TxTxXxE-Y. 
Ecuațiile de tip intrare-iegire pot fi considerate 
compunerea următoarelor două tipuri de ecuații: 
a. ecuații de stare (prin rezolvarea cărora se ob 
curentă din starea veche gi excitația la momentu 
momentul curent): 












EA, oe, h EN- TA 
unde y se numeşte funcția de tranzii a stări forma 
%: TXI X 


Ecuațiile de stare (funcția de tranziție a stărilor) permit ca, din 
cunoaşterea tării la momentul t, şi a evoluţiei excitaţiei în 
intervalul (t.,t] să se poată sarea starea la momentul t. (Starea 
poate fi priv tă e za o mărime de ieşire particulară. Funcţiile 6,7, pot 
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racter vectorial în ipoteza mai multor semnale de intrare şi de 





b. ecuatii de ieşire (care, rezolvate, furnizează semnalele de 


ieşire în funcție de starea curentă şi excitaţia curentă). 2 $ 

Ecuațiile de ieşire pot fi de două tipuri: ia 
y(t)=ņn[t,x(t),e(t)] (forma Mealy) (n:TxăxE -> Y) 

respectiv rig 


y(t)=ņ[t,x(t)] (forma Moore) (ņn:XXxE -> Y). 


Caracterul specific al ecuațiilor de ieşire constă în aceea că, 
valoarea ieşirii la momentul t se deduce numai din valori la momentul 
t ale stării, timpului şi excitaţiei prin relaţii algebrice. 

în rezumat, ecuaţiile de stare furnizează starea curentă (la 3 
momentul t) din starea trecută şi excitaţia trecută,iar ecuațiile de a. 
ieşire furnizează ieşirea curentă din starea curentă şi eventuai 
excitația curentă, 


3.4 Proprietăţile ecuațiilor de stare 


Starea unui sistem la un moment dat poate fi privită ca 
reprezentând o informaţie concentrată a efectului excitaţiilor 
anterioare momentului t, asupra răspunsului ulterior acestui moment. 
Starea separă trecutul de viitor reţinând ceea ce este esenţial din 
trecut pentru determinarea evoluţiilor viitoare. Datorită acestor a 

i, ecuațiile de stare satisfac următoarele proprietăți: 


=- 








~ compoziția (concatenaritatea): 
iapă e A E a e it Ser) e Cre, ea]? ai 
ceea ce înseamnă că starea la un moment t, se poate deduce din starea = 
la momentul t, cunoscând excitaţia pe durata (E, t,] sau din starea 





t>t, (obținută din starea la t, şi excitaţia pe durata z 
excitația pe durata (t, t] (ty<t;<t;). 2 


- CEMAATE 


`] 


(tg, £] (tq; t) 


momentul t nu depinde de valorile excitației la momente a 
t ‘pentru care cele două semnale pot să difere. 


ere, Eset ei „aie =x(t), Vt 
„X(t)) se numeşte eveniment sau fază a unui “istem la 


soluţie a ecuaţiei de stare pentru o anumită intrare se 
torie de fază sau de stare. 











LOR 
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Semnalul de intrare împreună cu traiectoria de fază corespunzătoare 
acelei intrări şi unei stări iniţiale date x, o pereche 
intrare-traiectorie de fază cu fază iniţială x. 





9 inapi $ “ Zan afiniti "mi : Ai 
3.5 Precizări în legătura cu definiţia unui sistem 

Tinând seama de cele de mai sus, rezultă că pentru definirea 
riguroasă a unui sistem trebuie precizate: 

- mulțimea semnalelor de intrare E care implică precizarea 
domeniului! T , a codomeniului U şi a clasei funcţiilor de intrare 
TT => E 

- mulțimea stărilor X; 

- mulțimea semnalelor de ieşire Y care 
domeniului T (acelaşi ca în cazul semnalelor de intrare), codomeniului 
W şi a clasei funcţiilor de ieşire A:T -> W; 

- funcția de tranziție a 


lică precizarea 





- funcţia de ieşire: 
n:TZX(xE) -> Y 


4, CARACTERIZAREA SISTEMELOR 








în situațiile în care nu este necesară sau posibilă descrierea 
amănunţită a unui sistem fizic ie la etapa 


modelării sau plecând de la un model existent la caracterizări. Ca şi 
în cazul tehnicilor de reprezentare, varietatea şi complexitatea 
posibilă a sistemelor face dificilă prezentarea i 
exhaustivă a metodelor de caracterizare a unui sistem. 

Din nou este necesar să ne reamintim că ne referim la modele. 
Caracterizarea unui model este strâns legată de clasificarea 
sistemelor; precizarea tipului de model este de fapt o caracterizare. 

în cele ce urmează vom prezenta, succint, câteya posibili ăți de 
caracterizare. Pentru a face legătura ce cele prezentate y 
avantajos să observăm că, cel puțin în principiu, orice 
a unui sistem se poate deduce dintr-o reprezentare 
acestuia. 

pe exemplu, o posibilitate de caracterizare a unui sistem descris 

prin ecuaţii diferenţiale liniare c ficienţi constanţi de ordinul 














simbolul T sugerează drept variabilă independentă numai timpul; 
în general domeniul este reprezentat atât de variabila temporală, 
aparţinând unei mulţimi ordonate, cât şi de variabilele spaţiale. 
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doi o constituie precizarea valorii raportului dintre radicalul din 
termenul liber gi coeficientul derivatei întâi (acesta este "factorul 
de calitate" aşa cum se va vedea mai târziu). 

O altă posibilitate de caracterizare a unui sistem o constituie 
considerarea unor proprietăţi ale semnalului de ieşire la anumite 
semnale de intrare: de exemplu caracterizarea modului de variație a 
amplificării cu frecvenţa prin precizarea "benzii de frecvenţă". în 
aceeaşi categorie se încadrează caracterizările prin care se precizează 
timpul de creştere al răspunsului la semnalul treaptă, frecvenţa maximă 
de comutație etc. 

Tot în categoria caracterizărilor se încadrează precizarea unor 
coaportări calitative (a căror semnificaţie va fi prezentată ulterior) 
precum stabilitatea, controlabilitatea, observabilitatea, dimensiunea 
spaţiului stărilor, caracterul pasiv sau reciproc (în cazul 
circuitelor) etc.. 


5. INTERCONECTAREA SISTEMELOR 


în principiu, prin interconectarea a două sau mai multe sisteme se 
obţine un nou sistem care este descris pe de o parte de relaţiile 
constitutive ale fiecărui subsistem din compunerea sa şi pe de altă 
parte de relaţii de interconexiune adică de restricţiile impuse de 
legături. 

Vom ţine seama de faptul că semnalele de intrare şi cele de ieşire 
pot fi vectori, chiar dacă acest lucru nu este precizat de fiecare 
dată. în Fig.l se sugerează câteva posibilităţi de reprezentare a unei 
dependențe a ieşirii y de intrarea e (presupunându-se cunoscută starea 
care nu apare explicit în reprezentări). 


5.1 Compatibilitatea interconectărilor 


Problema esențială legată de interconectare este cea a 
compatibilităţii modelelor cu interconexiunile. Aceasta înseamnă că, 
în principiu, interconectarea mai multor sisteme (privite ca modele 
matematice) poate conduce la sisteme pentru care, pentru o excitație 
dată şi o 


stare precizată, fie nu există soluţie, fie există mai multe 
soluţii, fie există o soluţie care nu corespunde cu realitatea fizică. 
Trebuie de luat în considerare caracterul determinat sau nedeterminat 
al sistemului rezultat în urma interconectării. 
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Fig.1. Câteva modalităţi de simbolizare a dependenţei intrare- 


ieşire; semnalele de intrare şi de ieşire pot fi multidimensionale. 


Derrarrre Un sistem rezultat prin interconectarea mai multor 
subsisteme este determinat dacă starea sa la orice moment de tiap 
se obţine ca reuniune a stărilor subsistemelor constituiente la 
acel moment de timp. Aceasta înseamnă că determinarea răspunsului 
sistemului se face pe baza cunoaşterii excitaţiei şi a stărilor 
subsistemelor. 


OBSERVATIE IMPORTANTĂ în condiții de interconectare, dependența 
dintre diferitele mărimi (semnale) aferente fiecărui subsistem este 
afectată în raport cu situaţia în care subsistemele funcționau 
independent. (Această afirmaţe este desigur adevărată gi în ceea 
ce priveşte sistemele fizice corespunzătoare.) în practica 
inginerească se manifestă foarte puternic tendinţa proiectării 
sistemelor fizice în aşa fel încât, în limitele respectării 
anumitor condiţii legate de posibilele interconectări, comportarea 
acestora să nu fie afectată de interconectare. Un exemplu tipic 
este cel al interconectării circuitelor digitale pentru care se 
precizează încărcarea maximă a ieşirilor pentru care funcţia 
realizată de circuit rămâne neschimbată. 

Discuţia de mai sus este valabilă şi în cazul interconectării 
unui sistem fizic cu un sistem de măsură. Principial, orice sistem 
de măsură afectează funcţionarea sistemului fizic măsurat. Din 
punctul de vedere al modelării, modelul sistemului supus operaţiei 
de măsurare trebuie completat cu anumite elemente care modelează 
efectul instalaţiei de măsură asupra sistemului testat, 
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3 E xrMPLu Conectarea sondei osciloscopului între două puncte ale 

unui circuit electronic (fizic) poate produce efecte neglijabile 
asupra funcţionării acestuia. Sunt însă cazuri când se poate ajunge 
până la modificarea completă a funcţionării. Un model rezonabil al 
efectului sondei constituie o grupare paralel între un 
condensator (de ordinul picofarazilor) şi o rezistenţă (de ordinul 
megaohmilor ) . 
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5,2 Interconexiuni remarcabile 5,3 
conectarea în cascadă pentru care conexiunile se fac astfel 

încât nu exist 





bucle adică legături dinspre ieşiri spre intrări şi z 
t 


- conectarea cu reacție pentru care există cel puțin o buclă. 





Fig.2. 
cascadă; 


subsisteme a,b: în 





Cele două situații sunt exemplificate în Fig.2 pentru cazul 
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Ta OBSERVAŢIE în cazul a două sau mai multe sisteme cu o intrare 
o ieşire se obişnuieşte să se definească conexiu 
intrările în sisteme sunt comune, iar ieşirile sunt 
intrarea unui sumator, ieşirea sistemului rezultant fi 
sumatorului. 

în mod riguros această situaţie corespunde tot unei 
în cascadă (unul dintre sisteme fiind sumatorul), 
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5,3 Câteva precizări privind simbolizarea interconectárii 
Legăturile între ieşirile şi intrările unui sist aş 

figurate simbolic trebuie înţelese ca reprezentând următoarele: 


- mărimea de intrare a unui sistem trebuie să fie egală cu mărimea 
de ieşire a sistemului precedent şi 


- dependenţele dintre mărimile de intrare şi ieşire ale tuturor 
subsistemelor nu sunt influențate de interconexiuni . 


în cazul în care funcţionarea subsistemelor este influenţată de 
interconexziuni reprezentarea simbolică discutată nu este corectă şi 
trebuie înlocuită cu o reprezentare mai detaliată care să ia în 
considerare influenţele determinate de interconectări. 

Utilizarea grafurilor pentru reprezentarea sistemelor presupune în 
mod implicit, independenţa comportării subsistemelor în raport cu 
interconectările. 





6. REZUMAT 


Modelarea unui sistem fizic se poate face prin două metode: 
modelarea fizică, bazată pe scrierea legilor fizice şi modelarea de tip 
"black-box" bazată pe interpretarea şi prelucrarea perechilor intrare- 
ieşire obţinute în urma testării. Sunt prezentate succint etapele 
parcurse în scopul modelării prin fiecare din cele două metode. 

în ceea ce priveşte tipurile de modele, distingen modele primare 
şi modele derivate (din punctul de vedere al etapelor modelării) precum 
şi modele locale şi globale din punctul de vedere al valabilităţii 
acestora pentru diferite clase de semnale de intrare, 

Macromodelele sunt modele simple care nu reflectă 
a sistemelor modelate, dar care sunt suficient de 
scopurile inginereşti. Un concept de importanţă deo ă îl c 
starea: informaţia necesară şi suficientă pentru ca, din cunoaş 





uctura fizică 
ecise pentru 
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în acest capitol prezentăm o serie de clasificări ale sistemelor, 
privite ca modele matematice. Criteriile de clasificare iau în 
considerare domeniul (mulţimea semnalelor de intrare + mulţimea 
stărilor), codomeniul (mulţimea semnalelor de ieşire) şi legea de 
corespondenţă dintre domeniu şi codomeniu pentru clasa operatorilor 
care descriu sistemul prin precizarea corespondenţei între intrare, 
stare şi ieşire. 


1. NECESITATEA CLASIFICĂRII, CRITERII 


în ceea ce urmează vom prezenta categoriile cele mai importante de 
sisteme (desigur, privite ca modele matematice). 

S-ar putea pune întrebarea (aceeaşi care se putea pune şi în 
legătură cu clasificarea semnalelor): de ce să nu facem (şi) o 
clasificare a sistemelor fizice? O astfel de clasificare ar putea lua 
în considerare, de exemplu, natura mărimilor fizice puse în evidenţă în 
sistem şi natura fizică a subsistemelor (sisteme electronice, 
electrice, mecanice, electromecanice, hidraulice, pneumatice etc.), 
gradul de integrare al circuitelor folosite (circuite integrate pe 
scară mică, medie, mare, foarte mare etc.), natura aplicaţiilor Ja care 
sunt utilizate (sisteme de radiocomunicaţii, de redare şi/sau 
înregistrare a sunetului şi/sau imaginii, de avertizare etc.) etc. 

Răspunsul la întrebarea de mai sus are două părţi: 
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Pe de o parte, clasificări după considerente fizice sau aplicative 
nu sunt lipsite de interes,dar specificul preocupărilor noastre este 
ia proprietăţile modelelor sistemelor (şi semnalelor) fizice. 
Pe de altă parte din punctul de vedere al comportărilor, natura 
variabilelor nu joacă un rol esenţial. Cu alte cuvinte, unele 
ți ale sistemelor fizice nu depind de natura specifică a 
mărimilor fizice implicate. Un exemplu tipic: tensiunea pe 
-ondensatorul unui circuit oscilant variază la fel ca elongaţia unui 
resort de care este legată o greutate aşa cum se sugerează grafic în 
Fig.i. 





a 
proprietă 








tult) 


Fig.1 Comportări similare ale unor sisteme fizice diferite 





în dorint a porni de la nişte criterii logice de clasificare, 
ne vom reaminti că un sistem poate fi privit ca relație în raport cu 
mulțimile semnalelor de intrare respectiv de ieşire şi ca aplicație 


dacă în domeniu se include şi mulțimea stărilor. 





| 


de clasificare 


de clasificare trebuie să ia în considerare cele trei 
elemente: domeniul (mulţimea semnalelor de intrare şi mulţimea 
stărilor), codomeniul (mulţimea semnalelor de ieşire) şi forma legii 
de corespondență. 


D 


1.1 Criterii 


Criteriil 


hs 


înainte de a prezenta diferite criterii de 
posibilitatea “asificării în 





să amintim 


- sisteme determi 
- sisteme stohastice. 


Sistemele deterministe sunt cele pentru care, din cunoaşterea 
semnalelor de intrare şi a stării se poate, cel puţin principial, 
determina răspunsul (semnalele de ieşire) la orice moment de timp. Cu 
alte cuvinte hodei nu conține incertitudini exprimate folosind 
přobabilități 

Spre deosebire de sistemele deterministe, sistemele stohastice sunt 
descrise cu anumite incertitudini. 
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Pentru a exemplifica, | iul principial, ne putem gândi la 
posibilitatea ca unul sau mai mulți coeficienți dintr-o reprezentare 
sub formă de ecuații să ia 








Ori aleatoare. 


=> 


CLASIFICAREA DUPĂ NATURA DOMENIULUI ŞI CODOMENIULUI 
OPERATORULUI 


i După NATURA VARIABILELOR INDEPENDENTE ALE SEMNALELOR: 
- sisteme temporale (dinamice) 
- sisteme spaţiale: - cu o dimensiune (1D) 
cu mai multe dimensiuni (nD). 
sisteme temporal-spaţiale 










endente numai de timp. 
Į de coordonate 
exemplu prelucrarea imaginilor). Sistemele temporal 
imp cât şi de 


> emporale prelucrează 
Sistemele s ial 

spaţiale (d 
spațiale prelucrează 


e prelucrează semnale 


coordonatele spațiale şi reprezintă cazul cel mai general]. 





mai degrabă, pe 
totuşi, aici 
a semnalelor 

IT nu de natura fizică a 
variabilelor independe ităţi determinate de 
dimensiunile domeniilor de definiţie ale variabilelor inde 
de modul de variaţie a semnalelor etc. astfel încât exis 


2 OBSERVAȚIE Clasificar de mai sus 
considerente fizice dec 


datorită următorului mc 


matematice. 








ii =i atamai 
Şi slistemeic 








respectiv spațiale. 


3, După CARACTERUL SEMNALELOR DIN SISTEM; 
- sisteme analogice; 
- sisteme discrete; 
- sisteme digitale; 
~ sisteme hibride. 


Sistemele analogice (discrete respectiv digitale) sunt sistemele 
pentru care toate semnalele „între care realizează relaţii, sunt 
analogice (discrete, respectiv digitale). 

Sistemele analogice pot fi descrise, de exemplu, de ecuaţii 
diferenţiale, cele discrete prin ecuaţii cu diferenţe,iar cele digitale 
prin ecuaţii cu diferenţe logice 

Sistemele hibride sunt sistemele în descrierea cărora este 






















sistemelor 
); t]; X(0) =x (1) 


iar în cazul sistemelor discrete şi digitale, 


(x(n+1] =f{x[n]j,el[n],ı1 x x [53 
x >} 
\y[n] =gixin] , e[n], n) 





e(t), yt), aal Xy, e[n], y[n] sunt vectori 
) ri 


n 
feri 
rea | 
ct 
Hh. 
E 
Q 
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Caracterul analogic, 
la variabile temporale cât si 









[i 


pentru 
considerate 








ral spaţial este modelul liniei de 
4 nu interesează decât semnalele la sai ia liniei, 
caracterul spaţial poate să nu fie luat în considerare. Caracterul 
esenţial dacă se doreşte cunoaşterea semnalelor în orice 


Un exemplu tipic de sistem temp 
transmisiune. Dac 











'ORMA ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE Sistemele (analogice) 
co ante concentrate (dacă sunt d 






diferenţiale 
a Cu 


( dacă sunt descrise de ecuaţii 





diferenţiale cu 

Evident, semnalele asociate unor astfel de s 
atât de 
ecuaţii 





t 
mp cât şi de coordonatele spaţiale. Sistemele descrise de 
se mai numesc şi sisteme netede. 
în continuare ne vom referi numai la sisteme 
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6. După HUMĂRUL DE DIMENSIUNI ALE VECTORILOR DE INTRARE SI DE 
IEŞIRE: 
- sisteme cu o intrare şi o ieşire; 
~- sisteme cu o intrare şi mai multe ieşiri; 
- sisteme cu mai multe intrări şi o ieşire; 
- sisteme cu mai multe intrări şi mai multe ieşiri. 





Aşa cum am mai observat anterior, sistemele cu mai multe intrări si/sau 
ieşiri pot fi considerate spaţial discrete. 


7. După UMĂRUL DE ELEMENTE ALE MULȚIMII STĂRILOR: 
- sisteme fără memorie (algebrice, instantanee sau amnezice |; 
- sisteme cu memorie (finită sau infinită). 


Sistemele fără memorie sunt cele pentru care uhei ezcitaţii data 
îi corespunde un singur răspuns. Cu alte cuvinte, pentru astf=l de 
sisteme, noţiunea de stare este nesemnificativă. (Nu avem de ze să 
"etichetăm" perechile intrare-ieşire căci nu există perechi 
acelaşi lucru pe primul loc şi lucruri diferite pe al doilea.) Putem 
defini sistemele fără memorie drept sisteme pentru care mulţimea 
stărilor are un singur element: dacă totusi vrem să punem "etichete" 
pe perechile intrare -ieşire, atunci pe toate trebuie să fie acseaşi 
etichetă! 

Sistemele cu memorie sunt sistemele pentru care mulţimea stărilor 
are cel puţin două elemente. 

Sistemele pentru care spațiul stărilor are un număr finit de 
elemente se numesc sisteme cu stări finite sau automate finit 

Sistemele cu spaţiul stărilor având un număr infinit 
pot fi clasificate în funcţie de dimensiunea n a spaţiului 
care are cardinalul R”. 













8. ÎUPĂ CARACTERUL REAL SAU COMPLEX AL SEMNALELOR: 
sisteme reale 
sisteme complexe. 
în sistemele reale, toate semnalele sunt reale, iar în cele 
complexe, semnalele pot fi şi complexe. Orice sistem complex trebuie 
văzut ca o combinaţie de sisteme reale care prelucrează semnale reale 
grupate în perechi de forma: 





nal complex = (semnal real) + ij(semnal real 
s 


y 
SA J / 
Avantajul de a lucra cu sisteme complexe este legat de simplificarea 


aparatului matematic şi a scrierii. 
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(OPERATORILOR) 





Cea mai importantă clasificare după natura operatorilor care 
transformă intrarea şi star £ 


3 














de ieşire este liniar adică da 
răspunsul y,(t) şi excitaţia el 


atunci excitaţia 





va produce răspunsul 
iar pe de 
operatorul 


1 
ră 


spunsul 


tbx, (E) (5) 


:) say, (tp) by, (to) (6) 


Aceste condiții sunt cunoscute sub denumirea de suprapunere de 








DEFRA PE CE ax. (l +, De ( (£)] = 
i 2 181 i bjk 
EF YE ETA- 
=a,p [t, to, E), „3%, (4) ,0]+ (7) 
+b. 0 E + A ( Fu: Gai ra FENS 
E éi j 
şi în particula 
mr t a +) ]l= 
fi ct (8) 
+ a = ? 
p | t X Co) 0 tọ [E, t, e, CE) 


Liniaritatea ecuațiilor intrare-ieşṣire presupune evident atât 


liniaritatea ecuațiilor de stare cât gi a celor de ieşire. 
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HELDAR 


zare 
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tât 
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Forma ecuaţiilor de stare şi de ieşire în cazul liniar pentru 
sisteme analogice respectiv discrete este: 


SE) A (e) xl) eb(t)elt) i x(O) =x 


(t)=C(t)x(t)+D(t)e(t) 


(9) 


x[n+1] =A[n] x(n] +B[n]e[n]; x[0] =x, 


[n] =C[n] x[n] +D[n] e[n] t20) 


Precizăm că, în cazul discret, operaţiile de sumare şi înmulțire 
se pot face şi modulo un număr precizat (sistemele discrete modulare 
liniare), caracterul liniar rămânând valabil 


Sistemele neliniare reprezintă clasa cea mai generală de sisteme 


(orice sistem liniar poate fi considerat gi neliniar dacă nu dorim să 
folosim proprietățile rezultate din liniaritate). Sistemele neliniare 
se definesc pur şi simplu ca ...sisteme care nu sunt liniare ! 


3. OBSERVAȚIE Este posibil ca cele două condiţii (liniaritatea în 
raport cu intrarea şi cu starea) din definiţia sistemelor liniare 
să nu fie satisfăcute simultan. Pot exista deci sisteme liniare 
numai în raport cu intrarea sau numai în raport cu starea. Von face 
convenţia să denumim sisteme liniare sistemele care sunt liniare 
atât în raport cu intrarea cât şi în raport cu starea. (De multe 
ori, în literatură nu se face distincţie între liniaritatea în 
raport cu intrarea şi cu starea, deşi se pot da uşor exemple de 
sisteme care nu sunt liniare decât "pe jumătate".) De asemenea, 
este posibil ca în raport cu anumite intrări stări sau ieşiri un 
sistem să fie liniar şi în raport cu altele, neliniar. 


3.1 Particularităţi ale analizei sistemelor liniare 


Sistemele liniare (în sensul convenției de mai sus) prezintă marele 
avantaj de a permite calculul răspunsului la o excitație oarec şi 
la o stare dată prin separarea problemei în mai multe probleme: pe de 

o parte, răspunsul datorat numai stării se calculează în condiţii de 
nr nulă. Pe de altă parte, calculul răspunsului la excitaţia 
dată se poate simplifica dacă excitaţia poate fi descompusă în semnale 
mai simple pentru care se calculează, pentru fiecare în parte 
răspunsurile şi, la sfârşit, se adună rezultatele. Evident, 
semnalele elementare în care este preferabil să se facă descompunerea 
excitaţiei trebuie să fie astfel încât răspunsul la acestea să se 
calculeze mal uşor decât la excitaţia completă. Cele mai convenabile 
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sistemul în stare nulă: aceste semnale sunt transformate de operato 
în semnale de aceeaşi formă având numai amplitudinea diferită, 


semnale elementare sunt semnalele proprii ale operatorului care descrie 
n 


Vom exemplifica afirmaţiile de mai sus pentru cazul (suficient de 
general) al unui sistem analogic liniar relaxat (stare nulă) pentru 
care excitaţia se poate descompune în forma: 


elt)=S ad (£) (11) 


Deoarece sistemul este liniar şi relaxat, efectul excitaţiei este 
echivalent cu suma efectelor componentelor din care este constituită 
excitaţia. Prin urmare, răspunsul sistemului va fi: 


o 





a) = api lE) (12) 





unde Ņ. (t) reprezintă răspunsul 
l 


ei semnalele $, (t) ar 
putea fi alese astfel încât coeficienţii a; să se determine i 
uşor. Din punctul de vedere al si emelor, funcţiile $; (t) cele mai 
avantajoase sunt cele pentru care răspunsul sistemelor cărora 


acestea le vor fi aplicate se 


Q 
a 

ct 
3 

D 

an 











determină cel mai uşor. Este clar că 
o posibilitate de definire a unui s$ în 
precizarea modului în care trec prin el se ġ: (t). În acest 
mod se pot determina răspunsurile sistemulu la orice excitație 
care se poate scrie ca o combinație linią $. (t)-uri. 








Revenind la afirmaţia de mai sus conform căreia cele mai utile ọ;(t)- 
uri sunt cele pentru care răspunsul sistemelor se determină cât mai 
uşor, se constată că cel mai favorabil caz este acela pentru care 


TCE) Ao t) Iel, eoB (13) 


în aceste condiţii, răspunsul! sistemului se scrie: 


n n n 
Ne reamintim că mulțimea numerelor @;, B; eprezintă spectrul 


semnalelor e(t) respectiv y(t) în raport cu semnaleli liniar 
independente ț;(t). Rezultă din ecuaţia de mai sus că, in cazul 
analizat, spectrul semnalului de ieşire se obţine din spectrul 
semnalului de intrare prin înmulţire cu numerele À; care caraclerizează 
sistemul. 





ELOR 


cr 
pot. 
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O 
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de 


tru 


11) 


ste 
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Rezultatele de mai sus se generalizează imediat la cazul unui 
spectru format dintr-o infinitate numărabilă de numere: 


e(t)=S ad.(c), (15) 
yet) =5 api (t) =$ ahdi lt) =F Bidt) (16) 
i=l i=l i=l 


respectiv la cazul descompunerii semnalelor folosind formule integrale 
(ceea ce corespunde unor descompunerii în raport cu un număr infinit 
nenumărabil de semnale elementare) : 


ylt)=fals) yit, s)ds=|a(s)à(s)$(t, £ ds= | B (s $t, s) asi?) 
Se obțin formulele: 
Pj=Q À; IEN (18) 
respectiv: 
f(s)=a(s)i(s), SER. (19) 
în cazul semnalelor discrete care excită sisteme discrete 
formulele corespunzătoare sunt: 
e[n] =. a.$, [n] (20) 
yin =}, a; [n] S aÀ ġ;[n] =f; B; [n] (21) 


4. ALTE CRITERII DE CLASIFICARE 


L După CARACTERUL VARIABIL SAU INVARIABIL ÎN TIMP 

- sistemə invariante în timp 

- sistemə variabile în timp. 

în cazul sistemelor invariante în timp dacă răspunsul la excitațiae (t) 
este y(t), atunci răspunsul la e(t-t,) este y(t-t,) , oricare ar fi 
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t¿ER. Sistemele variabile în timp nu 


2; 


excitaţiei nu 


CLASIFICAREA SISTEMELOR 


satisfac această condiţie. 


ÛRSERVATIE Sistemele liniare şi invariante în timp se bucură de 
proprietatea că, din cunoaşterea răspunsului la o excitație 
precizată $(t), se poate deduce răspunsul la orice altă excitație 
care se poate exprima ca o combinaţie liniară de excitații (t-t). 
Astfel, dacă răspunsul la g(t) este y(t), răspunsul la (t-t) este 
(t-t), răspunsul la s(t)ọ(t-t) este s(t)(t-t) şi răspunsul la 
e(t)=fs(t)ġ(t-t)dt este y(t)=fs(t)y(t-t)dīt. De asemenea, dacă 
e(t)=za.0(t-t,;), răspunsul y(t) va fi y(t)=2a;ý(t-t;) 

Similar, în cazul sistemelor discrete, dacă răspunsul la ọ[n] 
este [n], răspunsul la [n-k] este [n-k], răspunsul la slklẹln-k] 
este s[k]ý[n-k] şi răspunsul la Zs[k]ọ[n-k] este Zs[k]$[n-k]“. 





După CAUZALITATE 


sisteme cauzale (neanticipative) 
sisteme necauzale (anticipative). 


Sistemele cauzale sunt cele pentru care valori viitoare ale 


pot influenţa valori trecute ale răspunsului. într-o 


altfel de formulare, mai puțin riguroasă, răspunsul nu poate precede 
excitaţia. Sistemele necauzale nu satisfac această condiție. 


4. 


Ossenvașre La prima vedere, sistemele necauzale nu pot avea un 
corespondent fizic conform legilor cunoscute ale fizicii clasice. 
Ar rezulta că astfel de sisteme sunt artificiale şi nu pot apare 
în urma unui proces de modelare. Motivele pentru care se lucrează 
cu astfel de sisteme sunt următoarele: există operatori foarte 
simpli care nu sunt cauzali şi răspunsul unui sistem reprezentat 
de un astfel de operator se obţine extrem de ugor, chiar dacă el 
nu modelează riguros un sistem fizic care, în mod inerent este 
cauzal. Calitativ, modelul nu este acceptabil. Cantitativ însă, 
răspunsul obţinut este foarte apropiat de răspunsul sistemului 
fizic real, partea necauzală fiind, în anumite condiții 
neglijabilă. Un alt motiv pentru care operatorii necauzali sunt 
utili este acela că necauzalitatea este criticabilă din punctul de 
vedere fizic pentru semnale dependente de timp. Dacă ne referim 
însă la semnale dependente de variabile spaţiale (ne închipuin pur 


şi simplu că înlocuim variabila t=timp cu x=spaţiu) 












4 


păstrează ca structură. Trebuie 


Pentru sistemele liniare variabile în timp formulele se 


însă înlocuite semnalele de forma 


t-t), ¢[n-k], (t-k), [n-k] cu semnale de forma (t,t), $in,k], 


șit,T), [n,k]. 





MAELOR 
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"necauzalitatea" în spaţiu nu prezintă nici un inconvenient din 
punct de vedere fizic. 


5. După MODUL ÎN CARE INTRAREA INFLUENȚEAZĂ STAREA 
- sisteme controlabile 
- sisteme necontrolabile 
- sisteme parţial controlabile 


Un sistem controlabil este acela pentru care există o excitație 
convenabilă care îl poate duce din starea zero în orice stare 
precizată. La sistemele necontrolabile, evoluţia stării nu poate fi 
influenţată de excitație. Sistemele parţial controlabile au unele 
variabile de stare care sunt influențate de excitație şi alte variabile 
care nu sunt influențate. 


6. După MODUL ÎN CARE STAREA INFLUENȚEAZĂ IEŞIREA 
- sisteme observabile 
~ sisteme neobservabile 
- sisteme parțial observabile. 


Sistemele observabile sunt cele pentru care semnalul răspuns 
conţine informaţii despre starea sistemului în totalitate. Sistemele 
neobservabile sunt cele pentru care starea nu influenţează răspunsul, 
Sistemele parţial observabile sunt cele la care numai o parte din 
variabilele de stare influenţează răspunsul. 





7. După STABILITATE 
~ sisteme stabile 
- sisteme instabile. 





Există mai multe definiţii pentru stabilitatea unui sistem. Conform 
uneia dintre acestea, un sistem este stabil dacă răspunsul acestuia la 
o intrare mărginită este mărginit, Prin excludere se definesc sistemele 
instabile. 


5, ELEMENTE DE SISTEM 


Aşa cum am văzut, descrierea sistemelor se bazează pe instrumentul 
matematic reprezentat de operatori şi ecuaţii. Operatorii utilizaţi în 
descrierea sistemelor sunt cei pe care i-am întâlnit în capitolele 
consacrate semnalelor. 
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y A în i ai h4] A æ ata 
slemente remarcabile de sistem 
remarcabile de sistem coincid de fapt cu operatorii 
i, iar aceştia din urmă nu sunt altceva decât operatorii 
elementari cu ajutorul cărora se pot realiza operatori, or de 























complexi. RAOR 
; OssERVAȚII Pentru simplitate, vom considera semnalele ca fiind n 

analogice gi dependente numai de timp. Generalizările la cazul ` 

multidimensional (semnalele sunt vectori cu un număr finit de 

componente) sau particularizările la cazul discret sau digital sunt 

imediate. Desigur că există clase de semnale pe care operatorii 

core SARTE elementelor de sistem nu pot acționa (nu sunt 

definiţi 1 conduc la valori infinite) sau nu zintă interes‘ 

Clasele de semnale reprezentând domeniul şi tiv codomeniul Tnteara! 

pot fi stabilite pentru fiecare operator în parte iesirea r 
Elementele de sistem sunt în fond tera din care se pot construi 5 Mo 
orice fel de modele. Aceste "cărămizi" sunt: 





2; SCALORUL Este elementul de sistem descris de relaţia: 


v(t)=ke(t) (22) în 


le(t) şi y(t) pot fi vectori n- respectiv m- dimensionali, caz în care 

k devine matrice dimensiune ac e ie 6. ELE 
ement liniar, invariant în timp şi fără memorie, relat 

senţă elementul descris de o relaţie de 

intrare şi ieşire. Constanta sau constantele 


3 


A 









proporționalita 
(în cazul mult onal) pot fi adimensionale dacă mărimile fizice 
de intrare au aceeaşi natură fizică cu cele de ieşire sau cu dimensiune 


fizică corespunzătoare în caz contrar. 








în 1 aductor (sistem fizic care transformă o mărime în pr 
fizică It ică, de obicei electrică) este modelat printr- E ea 
un scalor. în real: caracterul liniar nu este realizabil riguros âezvoltăr 


ntre intrarea şi ieşirea tr ctorului este 
lente ale mărimii de intrare“) de forma: 





v=f(e) -a.ta.eta.e2+.., (23) 





fiind de dorit ca a, a, ... să fie neglijabili în raport cu a, 


De exemplu integrala în sens Riemann dintr-un semnal c secret nu 
prezintă nici un interes fiind nulă oricare ar fi semnalu 


“ Comentaţi condiţia impusă variaţiei mărimii de intra 
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Fe GUMATORUL Este e entul de sistem având două sau mai multe 
intrări şi o ieşire legată de intrări prin relaţia: 


y(t)=5,e,(t) (24) 


Sumatorul este de asemenea element liniar, invariant în timp şi fără 
memorie. 


e 
- ÎNTEGRATORUL ste elementul de sistem cu o intrare şi o ieşire 
descris de relaţia: 


t Eo t 
ylt)=felt)dt=fe(t) dt+fel t)dt=y(t,)+fe(t)dt. (25) 


= 


Integratorul este element liniar, invariant în timp, cu memorie; 
g [i 
ieşirea reprezintă chiar starea. 


MuLrIPLICATORUL ES 


Ss ste element de sistem cu două intrări şi o 
ieşire descris de relația: 
v(t)=e. (t)'e.(£) (26) 


în raport cu relaţia dintre ieşire şi una 
multiplicatorul este liniar, variabil în timp, fără mem 





6. ELEMENTUL DE ÎNTÂRZIERE Este elementul de sistem descris de 
relaţia: 
y(t)=e(t-t). (27) 


)/ 


Elementul de întârziere este element liniar, invariant în timp, cu 
memorie. 


în principiu, folosind cele cinci elemente enumerate mai sus se 





poate realiza orice sistem, oricât de complicat. e 
dezvoltării în serie Taylor se poate realiza orice sistem neliniar fără 
memorie din scaloare, sumatoare şi multiplicatoare (cu care se 
realizează ridicarea la diferite puteri). Totuşi, deoarece o astfel de 
realizare este greoaie şi nepractică, vom conveni să completăm mulţimea 
"cărămizilor" cu un "prefabricat" (realizabil principial din 
"cărămizi") . 


De 
Le 
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Te EmaeeruL NELINIAR FĂRĂ MEMORIE Acesta este descris de relaţia: 
y(t)=Fle(t)] (28) 


unde F(.) este un operator neliniar, fără memorie şi invariant în timp. 


Câteva simboluri pentru scalor, sumator şi integrator sunt 
prezentate în Fig.2 





+ 


Fig.2 Simboluri pentru scalor, sumator şi multiplicator, 


8.  UBSERVAȚIE Elementele neliniare fară memorie şi în particular 


sumatoarele şi muitiplicatoarele sunt elemente descrise 





algebrice între intrări şi ieşiri. Din acest motiv, 








o intrare 
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Fig.4 Caracteristici  intrare-ieşire pentru scalor, sumator gi 
multiplicator (două intrări şi o ieşire). 


9. CATEVA CUVINTE DESPRE DERIVATOR ŞI SISTEME INVERSE Derivatorul, 

descris de ecuația y(t)=de(t)/dt, se află în aceeagi situație cu 
elementele neliniare fără memorie: poate fi principial realizat 
folosind sumatoare, integratoare şi scaloare. Derivatorul este sistemul 
invers la stânga al integratorului. Sistemul invers la stânga al unui 
alt sistem este sistemul pentru care conexiunea în cascadă a celor două 
sisteme (cu respectarea ordinii) este echivalent cu un sistem descris 
de operatorul unitate. 

în Fig.5 este prezentată schema de realizare a operatorului invers 
unui operator dat. (Relaţia intrare-ieşire este y=A' le. ) 

în particular, A poate fi operatorul de integrare şi 
interconexiunea figurată este echivalentă cu un derivator. în practică 
se preferă utilizarea integratoarelor care au o comportare mai 
favorabilă la zgomot. 
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5,2 Subsistene 


în gene 






într-un 


subsisteme: liniare şi 


A 


diferite tipuri de 


şi fără memorie, 





invariante şi variabile în 


Prezența unor tipuri de 





steme într-un sistem face 
să se încadreze în tipurile respective cele 
un sistem care con cel puţin câte un 
ără memorie, cu memorie, variabil în timp 
cu memorie şi variabil timp. 






ca sistemul în to 











y K CONTRAEXENPLU în multe situații se urmăreşte liniarizarea unui 


sistem sau anihilarea memoriei prin conectarea unor 
t 





sisteme de tn astfel de situații posibil ca, deşi 
subs = neliniare sau, respectiv memorie, sistemul 


rezultat, pentru care se consideră numai anumite mărimi de ieşire, să 


5 
~ep. 
se comporte liniar sau fără memorie. 













ri este av 





ajoasă 
modelelor sistemelor 
pună în evidenţă 


de un anumit tip 


timp, 


De multe 





subsisteme se Fig.5 Sistem învers 








limit 





Z } 2 suă, separarea 
făcându-se de emplu partea liniară şi cea neliniară sau în partea 
cu memorie şi cea fără memorie sau încă în partea variabilă în timp şi 









vederea aplicării unor metode matematice consacrate de analiză, 
tipice de organizări remarcabile ale modelelor, favorabile 
tice, sunt reprezentate de ecuaţiile de stare în 
anterior pentru sisteme analogice sau discrete, 
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6. RELAȚII ÎNTRE MODELELE NELINIARE ŞI LINIARE; 
LINIARI GAREA 


Aşa cum s-a mai arătat, modelul unei realităţi fizice depinde de 
anumiţi factori. Odată stabilit un model primar, din acesta se pot 
deduce, prin diverse metode, diferite modele derivate 

Scopul trecerii la modele derivate este legat pe de o parte de 
simplificarea procesului de analiză şi pe de altă parte de adaptarea 
modelului la clase de semnale mai restrânse decât cele pentru care a 
fost determinat iniţial (în fond este vorba tot de simplificarea 
procesului de analiză). 

Un model derivat dintr-un anumit model (primar sau tot derivat) 
poate aparţine aceleiaşi clase de sisteme ca şi sistemul de plecare sau 
unei alte clase. 

Sistemele liniare sunt cel mai uşor de analizat. Ori de câte ori 
este posibil, un sistem fizic se preferă a fi modelat printr-un sistem 
liniar. 

Posibilitatea modelării prin sisteme liniare depinde evident atât 
de natura sistemului cât şi de clasa semnalelor de intrare şi de ieşire 
din sisten. 

Există mai multe situaţii în care un sistem neliniar poate fi 
analizat folosind tehnici din domeniul sistemelor liniare. Degi 
discuţia care urmează se va referi, formal, la sisteme analogice, 
conceptele introduse sunt valabile şi pentru sistemele discrete. 


6.1 Regimul de "semnal mic" 


Acest mod de funcţionare are loc atunci când semnalele de intrare, 
de ieşire precum şi cele din interiorul sistemului se pot scrie ca sumă 
dintre o componentă constantă şi una variabilă de amplitudine relativ 
mică: 


e(t)=E +Ae(t); x(t)=X%,+åx(t); y(t)=Y tåy(t) (29) 
_X(0) =ăgtâx(£) = j (30) 
=x (Eo) *ăXgqte tor AX (to), Ae(t)]; XX (Eo) 
şi când ecuațiile de stare şi de ieşire satisfac relaţiile: 
y(£) =Ytây(t) = (31) 


=y (Eo) gdt, to, ÀX (to), Ae(t)]; Yo=n (E9) 


Avantajul utilizării regimului de funcţionare "în semnal mic" sste 
acela că analiza sistemului se poate face independent pentru 
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componentele constante ale răspunsurilor şi pentru componentele 
variabile. Astfel, pe de o parte, funcţionarea în regim de semnal mic 
presupune existenţa unui punct de funcţionare reprezentat de 
componentele constante ale excitaţiei, răspunsului şi stării. 
Determinarea punctului de funcţionare se face prin soluţionarea unui 
sistem de ecuaţii algebrice obţinut din sistemul iniţial ţinând seama 
de simpliticările aduse de caracterul constant al semnalelor (de 
exemplu, operatorii de derivare nu mai apar deoarece derivatele unor 
semnale constante sunt nule). 

Pe de altă parte, pentru un punct de funcţionare dat, sistemului 
modelat îi corespunde un model "de semnal mic" corespunzător punctului 
de funcționare. Acest model este utilizat pentru determinarea 
componentelor variabile ale răspunsului corespunzătoare componentelor 
variabile din excitație. Este obligatoriu ca soluţia variabilă să fie 
astfel încât să nu modifice în mod semnificativ punctul de funcţionare 
(este posibil ca în timp soluţia de semnal "mic" să aibă o componentă 
crescătoare sau descrescătoare care să nu mai poată fi considerată 
"mică" şi care să modifice punctul de funcţionare: în astfel de 
situaţii modelarea "de semnal mic" nu este posibilă). 


6.2 liniarizarea pe porţiuni 


O altă situaţie în care analiza unui sistem se simplifică 
considerabil este aceea în care este posibilă liniarizarea pe porţiuni. 
în esenţă, liniarizarea pe porţiuni constă în considerarea sistemului 
(neliniar) analizat ca un ansamblu de sisteme liniare (cu parametri 
diferiţi), valabile fiecare pe un domeniu de amplitudini ale semnalelor 
de intrare, de ieşire şi interne. Analiza constă într-o succesiune de 
analize liniare, trecerea de la un model (liniar) la altul făcându-se 
în momentul în care nivelul unuia dintre semnale (răspuns sau semnal 
intern) iese din domeniul pentru care este valabil modelul pe care se 
lucrează. în continuare se analizează alt model, tot liniar, pentru 
care se ia în considerare starea finală din momentul schimbării 
modelului precedent drept stare iniţială pentru modelul următor. 


6.3 Liniarizarea armonică 


Liniarizarea armonică se referă la funcţionarea sistemelor 
neliniare în regim permanent sub acţiunea unor semnale sinusoidale. 

în majoritatea situaţiilor răspunsul va fi tot periodic şi de 
aceeaşi frecvenţă cu a excitaţiei, dar nesinusoidal. în cazul în care 
semnalul răspuns poate fi aproximat numai cu prima armonică din 
dezvoltarea sa Fourier, se poate defini o funcţie intrare-ieşire care 





EP o 


wW 


A SISTERELOA 


leagă S tudinsa semnalului de intrare de amplitudinea armonicii 
fundamentale a semnalului răspuns Această funcție, pentru o 
aatis constantă a intrării, este liniară. Se poate vorbi astfel 
de o dependență intrare-ieşire liniară pentru fiecare amplitudine a 
intrării: 





pe 
considerente legate de domeniul, podomeren legea de corespondență 
care descriu operatorii ce definesc sistemele, Serii pg conform 
conventiilor noastre, d 

Prezentăm clasificări după: a. natura variabilelor inġependente ale 
semnalelor (sisteme tempora i spațiale) şi caracterul semnalelor 
remarcabile din sistem PARRE nalogice, discrete, digitale gi 
hibride); b. forma ecuațiilor diferențiale care descriu sistemele 


Criteriile de clasificare ale 








( 















analogice (sisteme cu constante constante 
distribuite); c. numărul iimensiuni a ectorilor de intrare şi 
ieşire; d. numărul de elemente al spați i stărilor (sisteme fără 
memorie şi cu memorie); e. caracterul re sau complex al semnalelor 
din sistem (sisteme reale isi i ntăm în detaliu 
clasificarea sistemelor în sisteme liniare şi kii iare., Precizăm 
faptul că liniaritatea se referă atât la comportarea în raport cu 
intrarea cât şi I ca 


în raport cu starea. Definim suprapunerea de efecte 
rezultat esențial al comportării liniare. Sistemele liniare sunt, 
datorită proprietăţii de suprapunere a efectelor, mai uşor de analizat 
şi de sintetizat. 

De asemenea, discutăm clasiticările 
invariant în timp, după cauzalitate (sisteme cauzale şi necauzale), 
după modul în care intrarea influenţează starea (controlabilitate) şi 
modul în care starea influenţează ieşirea (observabilitate), după 
stabilitate (sisteme stabile şi instabile). în partea a doua a 
capitolului prezentăm principalele elemente de sistem: scalozul, 
sumatorul, integratorul, multiplicatorul, elementul de întârziere şi 
elementul neliniar fără memorie. 

Tinând seama de importanţa deosebită pe care o 
exactă a conceptelor de liniaritate şi neliniaritate, 
a secţiunii prezentăm, succint, noţiunile de regim 


mă 


liniarizare pe porţiuni şi liniarizare armonică. 
y 
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ELEMENTE DE CIRCUIT 











ELEMENTE DE CIRCUIT, MULTIPOLI ŞI MULTIPORȚI i 
Elemente de circuit 1 
inima şi porți R i 3 
Caracterizarea bultipõrtilor şi Matpol tab 4 
Titèrcooactarda multiporților; restricții a i aa 7 

TEOREME REFERITOARE LA INTERCONECTAREA ELEMENTELOR DE 
CIRCUIT. PCT RE en N a ON NU 20 EA a a 9 
Teoremele lui Kirchhof; 7511000 a se p amsi ELEI Ta re 9 
Interpretarea geometrică a teoremelor lui Kirkhhoff şi 

Tellegen APTE ae erara ee R 12 

CLASIFICAREA ELEHENTEL OR DE CIRCUIT soli earar oa i aaa 13 
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Elemente de circuit rezistive de tip unibert a cean vara 19 
Elemente rezistive de tip diport (multiport) ...... 20 
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Prezentăm, succint, conceptele elementare fundamentale privind 
elementele de circuit gi cele legat de interconectarea acestora. 
Subliniena faptul că elementele de circuit trebuie privite ca obiecte 
abstracte particulare în care aspectele matematice sunt completate de 
aspecte fizica [ toare la natura semnalelor de interes. 











1. ELEMENTE DE CIRCUIT, MULTIPOLI ŞI MULTIPORȚI 
1,1 Elemente de circui 


Elementele de circuit sunt elemente particulare de sistem (deci 
obiecte abstracte, descrise de operatori mai mult sau mai puţin 
elementari). Aşa cum am mai arătat, semnificaţia fizică a semnalelor 
ataşate elementelor de circuit este în general tensiune, curent, 
sarcină electrică, flux magnetic. Notaţiile adoptate pentru aceste 
semnale sunt cele consacrate u,1,q,. 

Avantajul utilizării unor simboiuri gi notații care să reflecte 
semnificaţia fizică a semnalelor este acela al dublării modului de 
gândire matematic cu modul de gândire fizic, intuitiv. Din punct de 
vedere matematic semnificaţia fizică a semnalelor nu are nici o 
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important 
Dive 
nefiind d 
raport c 
fizică a 
elemente] 
vedere al 
matematic 
multipoli 
Este 
inclusiv 
parțiale. 
ecuații 
fizice d 
magnetice 





Maxwell 


COrespul 
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importanţă! . 

Diversitatea elementelor de circui 
nefiind decât cazuri particulare de el 
raport cu elementele de sistem sunt 
fizică a semnalelor de intrare şi de 
elementele de circuit pot avea un statut 
vedere al interpretării lor ca obiecte 
matematici. Elementele de circuit sunt 
multipoli. 

Este binecunoscut faptul că ecuaţiile câmpului electro 
inclusiv cele de material, sunt ecuaţii diferenţial 
parţiale. în anumite ipoteze şi c i 
ecuații se simplifică considerab 





iri particulare forma 


ecuaţiile leagă doar mărimi 








fizice de terminal (tensiuni, curenţi, sarcini ectrice, fluxuri 

magnetice) . 

BN OBSERVATIE Toate tratările din literatura tehnică definesc 
elementele de circuit ca modele idealiz realități 
fizice. Un astfel de mod de prezentare r tinde să 
acrediteze ideea că dacă lucrurile ar fi "mai " ar exista 








vem câte un 





"black box" pentru fiecare element de circul lucru este 
cât se poate de fals dacă ne gândim nu 
modelul unui tranzistor în care se re 


elementele de circuit fără ca 


e decât a 
parte din 









tă fi separate fizic 





l Există diferite variante de real 
exemplu) a căror funcționare se 
ecuațiilor care leagă mărimi cu semnificații 
exemplu, funcția unui circuit descris de ecuaţii care 
tensiuni Într-un anumit mod poate fi realizată de un alt i : 
care numai tensiunile satisfac ecuaţii de aceeaşi formă cu ecuaţiile 

] 1 t 


satisfăcute atât de tensiuni cât şi 











¢ Există trei categorii de situaţii 
dezvoltat tehnici specifice pe baza unor 
Maxwell legate de relația 
(corespunzătoare frecvenței maxime) a 
dimensiunea maximă a circuitului sau sistem 
a. À,>>ly (teoria lor) 
b. Å,~lųy (teoria 
<<], (optica 


pentru care s-au 
ale ecuaţiilor lui 
i undă minimă 


ate À 
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(4) Ne reamintim că, în fond, uniporţii şi multiporţii sunt 
aproximări ale unor comportări fizice în care este esenţială 
existenţa câmpului electromagnetic. 

(5) Caracterizările de tip multiport sunt mai restrictive decât 
cele de tip multipol. Astfel, în cazul unui diport, caracterizarea 
din punctul de vedere al terminalelor de acces trebuie să 
stabilească relaţii între trei tensiuni şi trei curenţi, unul 
dintre terminale fiind luat drept referinţă. Dacă una dintre 
tensiuni poate fi oricât, iar unul dintre curenţi este Zero, 
caracterizarea poate fi făcută numai prin relaţii între patru 
mărimi. Pe de altă parte, dacă două porţi au o bornă ccmună , 
caracterizarea de tip multiport coincide cu cea de tip multipol. 





Fig.1. a. Asigurarea relaţiilor uw=oricât şi i}=0 ("gol"” la poarta 
3 permite descrierea circuitului ca diport. b. Utilizarea unui 
transformator ideal în acest scop. 


1.3 Caracterizarea multiporților şi multipolilor 


Vom prefera termenul de caracterizare deoarece în cazul 
multiporţilor sau multipolilor nu se presupune cunoscută cu necesitate 
structura internă a acestora”. Este deci vorba de o caracterizare din 


3 Desigur că din cunoaşterea structurii interne a unui multiport 
sau multipol se poate obține orice descriere a acestuia în raport cu 
porțile care se definesc în funcţie de necesităţi. în esență, aceste 
descrieri pot corespunde unor situații în care care: a. s-a eliminat 
informaţia inutilă în legătură cu structura internă şi cu mărimile 
interne care nu ne interesează, păstrîndu-se doar acele mărimi care 
urmează a se utiliza ntul conectării circuitului cu cir'uite 
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punctul de vedere al terminalelo $ exterior. 

Atât în cazul n-porţilor cât şi în cel al (n+l)-polilor 
variabilele de interes sunt în număr de 2n: n tensiuni şi n curenţi la 
porţi sau la terminale. Caracterizarea unui astfel de circuit constă 
în legături între curenţii şi potenţialele de terminal sau de poartă. 
Un circuit (n+1)-pol poate fi privit ca n-port prin adoptarea unui 
terminal de referinţă pentru tensiuni. Să observăm că există (n+1) 
posibilităţi de adoptare a terminalului de referinţă. Desigur că,există 
şi alte posibilităţi de adoptare a porţilor, legate de modul de 
excitare al circuitului. în orice caz definirea unei porţi trebuie să 
ţină seama de necesitatea respectării condiţiei de curent enunțate mai 
sus. 


H 
s, 
44 
O 
O 
7) 
ta 
g 
t 
O 


Ş SERSURI DE REFERINȚĂ Este bine cunoscut faptul că tensiunile şi 

curenţii sunt mărimi orientate. Din acest motiv, în caracterizarea 
oricărei porţi este necesară precizarea sensurilor adoptate în raport 
cu care este valabilă caracterizarea, Sensul de referinţă al tensiunii 
şi curentului la o poartă va fi acelaşi (cu except 





cazurilor când se 
va preciza în mod explicit adoptarea de sensuri contrare). 

Este absolut necesar să se precizeze borna de referinţă pentru 
tensiune căci, în general, porţile nu se comportă simetric la 
inversarea sensului tensiunii. 


v4 Psnecur ADMISIBILE Aşa cum am mai afirmat, circuitele şi deci şi 
multiporții sunt cazuri particulare de sisteme. Descrierea 
multiporţilor se face prin urmare la fel cu descrierea şi reprezentarea 
sistemelor; sunt implicate mărimi de intrare, de ieşire şi de stare. 
O reprezentare de stare a unui n-port constă din precizarea clasei 
semnalelor de intrare (care sunt, în general curenţi pentru k porţi şi 
tensiuni pentru restul de n-k porţi), a clasei semnalelor de ieşire 
(care sunt tensiunile la cele k porti excitate în curent gi curenţii 
la cele (n-k) porţi excitate în tensiune), a spaţiului stărilor, a 
ecuaţiei de stare (funcţia de tranziţie a stărilor) şi a ecuației de 





Pentru o anumită adoptare a intrărilor şi ieşirilor oricărei 
traiectorii de fază îi va corespunde o pereche (|u(t)], [i(t)]) numită 
pereche admisibilă (desigur [u(t)] şi [i(t)] sunt vectori coloană cu 
n elemente). 





exterioare (în cazul în care se cunoaşte structura internă) sau 

b. structura internă nu se cunoaşte sau este extrem de complicată şi 
se face o identificare a circuitului la bornele de acces cu exteriorul 
| (macro-)modelare de tip "black-boz"]. 





IRCUIT 


le şi 
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aport 
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‘antru 
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erea 
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O particularitate este aceea că, în unele situații nu este necesar 
să se precizeze explicit care sunt mărimile de intrare şi care cele de 
ieşire: adoptarea acestora se face în funcție de necesități din 
reprezentări care permit acest lucru. Particularitatea esențială care 
caracterizează multiporții este semnificația fizică de putere a 
produsului ui. 

Energia consumată de diport în intervalul t,,t. este 

t2 
Elt, ta) =f lutt) ITL (t) Idt (2) 


t, 


unde [u(t)] şi [i(t)] reprezintă o pereche admisibilă, iar T reprezintă 
transpunerea. 

Datorită acestor interpretări energetice, multiporţii satisfac o 
serie de proprietăţi suplimentare care nu sunt satisfăcute de sisteme 
în general. Pe de altă parte, noţiunea de poartă este utilă şi în alte 
cazuri decât cele legate de interpretările fizice de tip energetic. în 
astfel de cazuri distincţia între multiporţi şi sisteme, în general, 
este practic nesemnificativă. 

Descrierea unui n-port sau (n+1)-pol reprezintă, în fond, o 
modalitate de a genera n semnale necunoscute (curenţi sau tensiuni la 
porţi) cunoscând celelalte n semnale (curenţi sau tensiuni la porţi) 
şi starea“, 

Pentru o anumită configuraţie a excitaţiilor (tensiuni la anumite 
porţi şi/sau curenţi la alte porţi) există o singură descriere care 
explicitează semnalele necunoscute (răspuns) în raport cu cele de 
excitație. 

Numărul total de posibilităţi de excitare a unui n-port şi deci de 
caracterizări "adaptate" la modul de excitare este egal cu numărul de 
moduri în care 2n variabile (curenţi şi tensiuni) pot fi aranjate în 
două grupe egale de câte n variabile. Acest număr se obţine împărțind 
de două ori numărul total de combinaţii posibile de 2n variabile 
(permutări de 2n) adică (2n)! la numărul de permutări de n variabile 
n! căci, evident, ordinea ecuaţiilor într-o descriere nu contează. 

Prin urmare numărul căutat este 

(2n)!/(n!)2. 
Pentru un diport acest număr este egal cu 6. 
Cele şase posibilități corespunzătoare  diporţilor sunt 


Orice element de circuit uniport sau multiport este caracterizat 
în principiu de o familie de perechi (i,u) unde i gi u sînt vectori în 
cazul multiporților. în cazul în care generarea perechilor se face mai 
comod în funcţie de variabilele ọ şi/sau q, se va prefera descrierea 
în raport cu aceste variabile. 
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următoarele: 

1, Exprimarea răspunsului u.,u; în funcţie de excitaţia i.,i;; 
17% 1712 

3 ui; Up ,i; 

4. ui; Hirti 

5 ui, iju; 

6 ir Uri 


Modalităţile de generare a perechilor (intrare-ieşire) sunt foarte 
variate în funcţie de complexitatea modelului. în general, relaţiile 
de dependenţă sunt ecuaţii care conţin operaţii şi operatori diverşi, 
determinarea unei perechi intrare-ieşire necesitând şi cunoaşterea unor 
informaţii despre ieşiri la momente de timp anterioare celor la care 
se face determinarea (la multiporţii cu memorie). 

în afara descrierilor "organizate" (corespunzător unui anumit mod 
de excitare a multiportului), pentru care ecuaţiile conţin în membrul 
stâng semnalele de ieşire (necunoscute) şi în membrul drept semnalele 
excitație, se utilizează şi un mare număr de descrieri "'neorganizate" 
pentru care separarea semnalelor nu are loc. 


1.4 Interconectarea nultiporţilor; restricţii 


în principiu, fiecare poartă fiind caracterizată de un curent şi 
de o tensiune, deci de două mărimi, conectarea a două porţi aparţinând 
unor multiporţi diferiţi se poate face în două moduri: cu realizarea 
egalităţii curenților (conectarea în serie a porţilor) şi cu realizarea 
egalităţii tensiunilor (conectarea în paralel a porţilor). 

Subliniem faptul că descrierile multiporţilor ale căror porţi se 
interconectează pot fi utilizate pentru determinarea descrierii 
multiportului rezultat numai dacă, în urma interconexiunilor, 
condiţiile de porţi nu au fost afectate. (Curentul de intrare în orice 
terminal al unei porţi trebuie să fie egal cu curentul de ieşire din 
celălalt terminal). în caz contrar, analiza circuitului rezultant 
trebuie făcută ţinând seama de structura internă a circuitelor 
interconectate. O posibilitate de a realiza condiţiile de poartă pentru 
orice interconexiune este aceea de a utiliza transformatoare ideale cu 
raport de transformare 1:1 care realizează separarea porţilor şi 
elimină eventualii curenţi de circulaţie care ar afecta condiţiile de 
poartă (Fig.1). 

Datorită interconectărilor cu alte elemente de circuit (uniporţi 
sau multiporţi), la anumite porţi ale unui multiport apar constrângeri 
concretizate prin relaţii suplimentare între mărimile de teininal. în 
aceste condiţii, numărul de relaţii independente între mărimile de 
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Fig.2. Posibilităţi de conectare în paralel a doi un iporţi neliniari. 


intrare şi de ieşire se modifică în funcţie de modul de intercone 

Dacă cele două mărimi caracterizează aceeaşi poartă, re 
dintre ele defineşte o caracterizare de intrare în timp ce 
mărimile respective se referă la porţi diferite, relaţia defineşte o 
caracterizare de transfer. 





i. UBSERVAȚII O poartă poate fi închisă pe un uniport as 

caracterizare i(u) sau u(i) cunoscută. Această caracte 

introduce o res trios suplimentară, pe baza căreia numărul de 
2 


ecuaţii care descriu dependenţa dintre mărimile la porţile rămase 
se micşorează cu o unitate. 





Conectarea în scurtcircuit a unei porţi sau lăsarea ei în gol 
reprezintă cazuri particulare de interconectare (conectare în 
le] de i=0). 


paralel cu un uniport descris de u=0 respectiv 
Restricţiile suplimentare care apar în astfel de situaţii sunt 
U,„=0 sau i,=0 pentru fiecare poartă în scurtcircuit sau lăsată în 
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Fig.3. Posibilităţi de conectare în serie a doi uniporţi neliniari. 


2. TEOREME REFERITOARE LA INTERCONECTAREA ELEMENTELOR DE 
CIRCUIT 


2.1 Teoremele lui Kirchhoff şi Tellegen 


1, ÎNTERCONECTĂRI Interconectarea mai multor elemente de circuit 

uni- sau multi-port poate fi privită ca utilizând un multiport 
special format numai din scurtcircuite şi întreruperi, la porţile 
căruia sunt conectate elementele de circuit. Relaţiile care descriu 
circuitul rezultat în urma interconectării sunt pe de o parte relaţii 
care descriu multiportul de interconectare gi pe de altă parte 
elementele interconectate. 

în cele ce urmează ne referim la relaţiile implicate de 
multiportul de interconectare adică la relaţii independente de natura 
elementelor interconectate. Aceste relaţii sunt reprezentate de cele 
două teoreme ale lui Kirchhoff precum şi de teorema lui Tellegen. 

Reprezentarea interconexiunilor se poate face în mai multe moduri, 
cel mai utilizat fiind cel corespunzător grafurilor de incidenţă 
orientate. Un graf de incidenţă este o structură construită din puncte 





UI? 
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Fig.4. Interconectarea a doi multiporţi presupune existenţa unui 
multiport de interconexiune. 


numite noduri şi din segmente sau arce (orientate) numite laturi care 
unesc nodurile între ele. Subliniem deosebirea între grafurile de 
incidenţă şi grafurile de semnal. 

Grafurile de incidenţă constituie o modalitate de simbolizare 
a relaţiilor de interconectare adică a constrângerilor valabile pentru 
curenţi şi tensiuni. 

O problemă esenţială a analizei circuitelor este aceea a 
determinării unui set minim de mărimi liniar independente din 
cunoaşterea cărora să se poată determina toate celelalte mărimi 
(curenţi şi tensiuni). în legătură cu această problemă, conceptele de 
arbore şi coarbore sunt fundamentale. 


2. Derrarrrr 
Subgraf = submulțime de laturi şi noduri. 
Graf conex = graf în care oricare două noduri sunt unite printr- 
o succesiune de laturi adiacente. 
Buclă = subgraf conex pentru care la fiecare nod sunt incidente 
două laturi. 
Arbore = subgraf al unui graf de incidenţă care conţine toate 
nodurile grafului, dar nu conţine nici o buclă. Laturile arborelui 
se numesc ramuri, 
Coarbore = mulţimea laturilor (coarde sau joncţiuni) care nu 
intervin în arbore. 

Există mai, multă moduri de a adopta arborele şi coarborele 
pentru un circuit. în cazul unui circuit neconex, arborele gi 
coarborele devin ... pădure şi "copădure”! 

Secţiune = mulţime de laturi într-un graf cu proprietatea că 
eliminarea oricărei laturi din secţiune conduce la două subgrafe 
neconexe. 


Se poate arăta (de exemplu, prin reducere la absurd) că tensiunile 
pe ramuri formează un set liniar independent de tensiuni, în raport cu 
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care se pot determina toate tensiunile din circuit. De asemenaa; 
Ur 





se pot dötërmiia. toer c ionii: din citite, 


v ; : 
CĂ LROREMELE LUI AIRCHHOFP  Teoremele lui Kirch 
ale legii conservării sarcinii electrice (t 
circulatiei vectorului câmp electric (teor 





de tensiuni). 
elor lui Kirchhoff 





este o consecință a teor 












di e lui Kirchhoff). în consecinţă oricare dintre 
>repele lui Kirchhoff rezultă din cealaltă teoremă şi din teorema lui 
Utilizarea oricăreia dintre teoremele necesită 

l aor Ae arbitrară a unor sensuri eferinţă care, odată 
ite, su respectate în scrierea oricărei relaţii în circuitul 





ţii şi tensiunile pentru acelaşi element sau poartă se 
sens de referinţă. 

noile ie unui circuit este descrisă de matricea de incidenţă a 
laturilor cu noduril 





e, Scrierea unei astfel de matrice presupune 
adoptarea unui nod de referință în raport cu care se exprimă 


potenţialele celorlalte noduri. Matricea (redusă) [A] de incidenţă a 
JAI i lor cu nodurile pentru un circuit cu n noduri şi turi 








5i 
ALILI 


coloane. Elementele acestei matrice sunt -1, O şi 1. 
este +1, -1 sau 0 după cum o latură este incidentă unui 





nod şi S nod respectiv înspre nod sau nu este 
inciden , 
Matricea [A] a unui circuit descrie în totalitate modul de 


inperconectare al elementelor (porților) din care este constitui 
circuit 
caz impuse de modul de interconectare asupra curenților 


şi tensiunilor din circuit se exprimă în funcţie de matricea [A] 
astf e): 


[AJ[i(t)]=[0] (teorema lui Kirkhhoff pentru curenţi) (2) 
[u(t)]=[A] le(t)] (teorema lui Kirkhhoff pentru tensiuni) (3) 
(4) 


[lu ( t)]! [i(t)]=[0] (teorema lui Tellegen), 
unde [i(t)] şi [u(t)] reprezintă vectorul curenților, respectiv 
tensiunilor laturilor circuitului, [e({t)] este vectorul tensiunilor de 
noduri raportate la nodul de referință, iar matricea [A] este matricea 
de incidenţă a laturilor cu nodurile. 

Descrierea topologică a unui circuit se poate face şi în funcţie 
de alte elemente decât matricea [A], de exemplu prin matricea de 
incidenţă a laturilor cu secţiunile sau prin matricea buclelor 
fundamentale ataşate unui arbore adoptat. 


j$ 
PE 
y 
n 
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4, Exeueu Pentru circuitul din Fig.4 în care sunt figurate graful 
de incidenţă (a), un arbore şi secţiunile asociate (b), buclele şi 
coardele asociate arborelui (c) şi circuitul privit ca mod de 
interconexiune (d,e,f) matricele [A], [Q] şi [B] (pentru arborele 
adoptat) sunt prezentate în continuare. 






yi 
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2,2 Interpretarea geometrică a teoremelor lui Kirkhhoff şi 
Tellegen 


Se poate arăta că matricea [A] a unui circuit cu n noduri are rang 
(n-1). Din acest motiv rezultă că cele (n-1) linii reprezintă vectori 
liniar independenți în spaţiul 1 dimensional R`., 

Multimea tuturor vectorilor l-dimensionali [i] care satisfac 
teorema de curenți a lui Kirkhhoff formează un (sub)spaţiu S, care, 
fiind generat de vectori 1 dimensionali supuşi la n-1 constrângeri, are 
dimensiune l-n+1. (Acest spaţiu se numeşte spațiul soluțiilor teoremei 
Kirkhhoff de curenți.) 

Multimea tuturor vectorilor [u] care satisfac teorema de tensiuni 
a lui Kirkhhoff formează un (sub)spaţiu S, care, fiind generat de 
vectori [e] liniar independenți (n-1)-dimensionali are dimensiunea (n- 
1). (Acest spațiu se numeşte spațiul soluțiilor teoremei Kirkhhoff de 
tensiuni.) 

Relaţia care constituie teorema lui Tellegen [u)'[i]=0 se 
interpretează geometric ca reprezentând ortogonalitatea vectorilor fu] 
şi [i] din spaţiul Ri. Mai exact, subspaţiile S, şi S} sunt ortogonale, 
spaţiul R’ fiind suma directă a celor două subspaţii: R'=S es, 


p 
C 


3. CLASIFICAREA ELEMENTELOR DE CIRCUIT 





particulare, elementele de circuit se pot clasifica 
după aceleaşi cI i ca şi sistemele. în plus, ținând seama de cele 
prezentate mai sus, vom clasifica în continuare elementele de circuit 
şi după criterii specifice, mai apropiate de interpretările fizice 


curente, fără a uita însă să încadrăm fiecare element în categoria 


] 
elementelor de sistem corespunzătoare. 


a 





f CLASIFICAREA DUPĂ NUMĂRUL DE PORȚI SAU POLI 
- elemente de circuit uniport; 
- elemente de circuit multiport sau multipol. 


Datorită faptului că uniporţii sunt cazuri particulare de 
multiporţi, în continuare, vom considera noţiunile de element de 
circuit şi multiport ca fiind sinonime. 


2. CLASIFICAREA DUPĂ COMPORTAREA ENERGETICĂ Funcția puterii de 
intrare se defineşte astfel: 7 

p{[x], [e]):=[u(Íx],[e])]" [i([x],[e])] (6) 

unde [x] este starea,iar [e] este excitaţia reprezentată de un vector 





SPĂRALE, CIRCUITE SI SIST 





ELEMENTE DE CIRCUIT 
coloană n-dimensional hibrid (m componente sunt curenți şi n-m 
componente, tensiuni corespunzător modului de excitare a porților} 
vectorii tensiunilor [u] şi curenților [i] la porţi conțin fiecare atât 





excitații cât şi răspunsuri. 
Fiind dat un n-port descris de o reprezentare de stare, vom defini 


S 
energia disponibilă E} a diportului asociată stării x prin formula: 


i(H ldt? (7) 


supremumul se ia pentru toate perechile admisibile (u,i) cu starea 
iniţială fixată x). 
Din punct de vedere energetic, n-porţii se împart în 


- n-porţi pasivi 


- n-porți activi. 


Un n-port este pasiv dacă E;(x) este finită pentru orice x; în caz 
contrar multiportul este activ. 


3. ExEMPLU Un condensator (neliniar) este caracterizat de ecuaţiile 
de stare respectiv de ieşire: 
dqg/dt=i; u=u(q). (8) 
Energia pe care o poate furniza prin modificarea sarcinii de la 
q; la q, este: 


(9) 





(10) 


4, OBSERVAŢIE Desigur că multiporţii activi, priviţi ca modele 
matematice ale unor multiporţi fizici, reprezintă modele 
incomplete (care nu ţin seama de toate sursele fizice de energie 
care alimentează multiportul fizic). Un exemplu tipic este modelul 
unei celule solare care este activ la terminale deşi fizic, o 
celulă solară nu poate livra mai multă energie electrică decât 
energia luminoasă pe care o primeşte şi care nu apare într-un 
model de tip uniport electric. 


Elementele pasive se împart în două categorii: 
- elemente nedisipative; 
- elemente disipative. 
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Un element este nedisipativ (fără pierderi) dacă pentru orice 
pereche de stări X; şi Xe energia consumată de diport pentru orice 
pereche intrare-traiectorie de stare de la x, ia x, este aceeaşi. 
(Energia consumată în cazul te, (.),%,(-0)10,n4] este aceeaşi cu energia 
consumată în cazul (e, (.),%(.))19.q] Aia 

Un element este disipativ dacă nu este nedisipativ 

Multiporţii nedisipativi pot fi conservativi (dacă pot acumula 
energie pe la porţi (care apoi o pot ceda în totalitate în exterior tot 
pe la porţi) sau nonenergici, caz în care nu disipă, nu acumulează şi 
nu furnizează energie (impun doar anumite constrângeri asupra 
semnalelor curenţi şi tensiuni). 

Un multiport este nonenergic dacă pentru orice pereche admisibilă 
([u(t)],[i(t)]) puterea instantanee totală absorbită pe la porţi este 
nulă la orice moment de timp: 

n 
[ua (£)]7Li(c)]=30 ut) 14(6)=0 Vtelo, e) (11) 


k=1 


în caz contrar, multiportul se numeşte energic, puterea 
instantanee putând fi pozitivă sau negativă. 

Un exemplu de multiport nonenergic îl constituie conexiunile 
rămase după extragerea tuturor elementelor dintr-un circuit. Alte 
exemple sunt dioda ideală, transformatorul ideal, giratorul, 
comutatorul ideal. 


5. CLASIFICAREA DUPĂ CARACTERUL RECIPROC în anumite condiţii este 

posibil ca dependenţa dintre intrare şi ieşire să se păstreze 
chiar dacă se inversează intrarea cu ieşirea. Ne vom referi la cazul 
particular al unui diport, generalizarea pentru n-porţi constând în 
verificarea proprietăţii de reciprocitate pentru orice pereche de 
porți. 

Considerăm, pentru început, că excitaţia este reprezentată de o 
sursă de tensiune sau curent la poarta 1,iar ieşirea este tensiunea în 
gol sau curentul de scurtcircuit la poarta 2. Apoi considerăm situaţia 
în care excitaţia este o sursă de tensiune sau curent la poarta 2, iar 
răspunsul, fie tensiunea la gol, fie curentul de scurtcircuit la poarta 
1. Pentru această a doua situaţie vom marca variabilele cu simbolul 
"prim" (care nu are nici o legătură cu derivarea), 

Scriind teorema lui Tellegen (într-una din variantele 
"încrucişate") pentru cele două situații (n este numărul total de 
ramuri ale circuitului privit ca diport) obținem 
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ice 
ice 
(12) 
Jia 
Dacă 
(13) 
rezultă 
1ă V, 1i+v ik= vii, *V4la (14) 
te în particular 
1) V,*0; 
1) 2) vito; ; (15) 
3) 2,*0; 
ka 4) 21,%0; 
în cazul liniar, condiţiile de reciprocitate sunt: 
le Zaa7dza Sau Y,7Y z, sau H,2=-H,, sau G, = ia 1 Aza"AsaAz 20 unde 
te simbolurile reprezintă operatori inter piali corespunzători 
l, celor cinci descrieri uzuale de tip diport. 
6. GTMETRTA Un diport este simetric dacă funcționarea sa nu se 
te schimbă prin inversarea porților între ele. Simetria impune o 
ze condiţie în plus faţă de reciprocitate. în cazul liniar, pe lângă 
1l condițiile impuse de reciprocitate, este necesar să fie respectate 
în oricare din următoarele condiţii: 
je 
Z117222; Y,ı=Y22; AH=1; AG=1; A,,=A22; Bas*Baa- (16) 
o 
in care se obțin impunând ca prin schimbarea indicilor 1->2 şi 2->1, 
a descrierile să nu se modifice. 
Ir 
a 2 A CLASIFICAREA DUPĂ NATURA DESCRIERII 
ıl - elemente de circuit algebrice; 
~ elemente de circuit dinamice 
e 
le Primele sunt elemente de circuit care pot fi descrise numai prin, 


relaţii algebrice între mărimile de terginal (curenţi, tensiuni, 
sarcini, fluxuri). Celelalte conţin în descriere gi alte tipuri de 
operatori (de exemplu operatori  integro-diferenţiali sau de 
întârziere). 
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8. OaseRvAȚII (1) Caracterul algebric sau dinamic al unui element 
de circuit depinde de mărimile alese drept intrări sau ieşiri. 
Astfel, un element capacitiv este element algebric în raport cu 
variabilele q şi v şi dinamic în raport cu i şi v. La fel, un 
element inductiv este algebric în raport cu ọọ şi i şi dinamic în 
raport cu i şi u. 

(2) Elementele de circuit algebrice corespund, în general, 
elementelor de sistem fără memorie. Există însă şi excepţii legate 
de aşa-numita "memorie rezistivă" care va fi tratată în paragraful 
consacrat elementelor de circuit rezistivs. 


9. CLASIFICAREA DUPĂ EXISTENTA SAU INEXISTENŢA DERIVATELOR PARȚIALE 
ÎN DESCRIEREA FLEMENTELOR 
- elemente de circuit cu constante concentrate; 
- elemente de circuit cu constante distribuite. 


Elementele de circuit cu constante concentrate sunt descrise de 
operatori care nu conţin derivate în raport cu dimensiunile spaţiale. 
Aproximarea unui circuit fizic prin conectarea mai multor elemente de 
circuit cu constante concentrate este analogă modelării unui corp rigid 
printr-o particulă de dimensiuni neglijabile. în acest mod, 
informaţiile privind mărimea, forma, orientarea obiectului rigid sunt 
neglijate. Dacă se doreşte o modelare care să ia în considerare şi 
aceste elemente, modelele trebuie rafinate prin introducerea 
informaţiei legate de dimensiunile spaţiale. 


Elementele de circuit cu constante distribuite corespund unor 
circuite fizice ale căror modele conţin derivate parţiale. Astfel de 
modele se utilizează atunci când lungimea de undă minimă 
corespunzătoare semnalelor fizice de interes care se pun în evidenţă 
în circuitul fizic este comparabilă cu dimensiunea maximă a circuitului 
fizic. Un reprezentant tipic este trunchiul de linie al cărui model 
este descris de ecuaţiile telegrafiştilor. 


3,1 Elemente de circuit algebrice 

(clasificare după natura fizică a mărimilor implicate în 
descrierea algebrică) 

- elemente de circuit rezistive; 

- elemente de circuit capacitive; 

= elemente de circuit inductive; 
elemente de circuit memristive şi generalizate. 
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1. BEmenrre DE CIRCUIT REZISTIVE Elementele de circuit rezistive 
sunt elemente descrise de relaţii de forma: 
f(i,u,t)=0 (17) 


unde u(t), i(t) reprezintă vectorul tensiunilor respectiv al curenților 
la porţile elementului. 
în particular, elementul poate fi uniport şi atunci este vorba de 
un singur curent şi o singură tensiune. 
Cazuri particulare: 
- elemente rezistive invariante în timp: 
sunt elementele rezistive pentru care, funcţia f nu depinde de timp. 
- elemente rezistive controlate în tensiune (respectiv în curent): 
sunt elementele rezistive pentru care relaţia între curenţi şi tensiuni 
poate fi pusă în forma: 
i=£, (u,t) sau i=f, (u) (respectiv u=f,(i,t) 'sau u=f,(i) ). 
- elemente rezistive liniare: sunt elementele pentru care relaţia 
reprezentată de funcţia f este liniară adică: 
u=R(t)i sau i=G(t)u în cazul variabil în timp şi 
u=Ri sau Í=Gu pentru cazul invariant în timp. 
Desigur că R respectiv G pot fi scalari sau matrice pătrate în 
cazul multiporţilor. 


2. ELEMENTE DE CIRCUIT CAPACITIVE* Elementele de circuit 
capacitive sunt elemente descrise de relații de forma: 
f(u,q, t) =0 (18) 


unde u(t) este vectorul tensiunilor,iar q(t) al sarcinilor la porţile 
elementului. 

în particular, elementul poate fi uniport şi atunci semnalele sunt 
scalare. 


3. Em DE CIRCUIT INDUCTIVE Elementele de circuit inductive 
sunt elemente descrise de relaţii de forma: 

F(1,$, t)=0 (19) 

unde i(t) este vectorul curenților, iar $(t) vectorul fluxurilor 

magnetice la porţi. Aceşti vectori devin scalari în cazul uniporţilor . 





5 Elementele de circuit capacitive, ca şi cele inductive, 
memristive şi generalizate, pot corespunde unor cazuri particulare care 
se deduc imediat prin analogie cu cele prezentate în cazul rezistiv. 
vom recunoaşte între altele condensatorul şi inductorul liniar şi 
invariant în timp, elemente descrise respectiv de relaţiile Q=cu şi 
$=Li. 
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4. pia, DE CIRCUIT MEM RISTIVR Elementele de circuit menristive 
sunt eleme 
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5. JLEMENTE DE CIRCUIT GENERALIZA Generalizarea relațiilor care 
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în steril a A şi ot fi operatori de integrare sau d 
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i Di fțu.i.t)=0 


f(q.i.4)=0 
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Fig.6. Simboluri şi caracteristici ale elementelor de circuit 
uniport rezistive (a,b,c,d), capacitive şi inductive. 








adevăr, la dublarea tensiunii la bornele unei surse de curent constant, 
curentul nu se dublează! Scurtcircuitul şi întreruperea pot fi 
considerate de asemenea elemente rezistive de circuit. 

Două elemente "exotice" de circuit, deosebit de utile în modelarea 
amplificatoarelor operaţionale fizice sunt nulatorul şi noratorul. 

Nulatorul este elementul rezitiv de circuit care, spre deosebire de 
alte elemente , impune două restricţii asupra variabilelor tensiune şi 
curent şi anume 

u=0, 1=0. (22) 


în schimb, noratorul nu impune nici o restricţie; prin convenţie, 


acest lucru se reprezintă 
u=c0, 1=c, (23) 


într-un circuit, aceste elemente nu pot apare decât în perechi. 


4,2 Elemente rezistive de tip diport (multiport) 


Elementele rezistive diport sunt descrise de relaţii de forma: 


Ei (Use Uzr 13, Îa) 30 
îi pater tal, (24) 
Dacă din relaţiile de mai sus se pot explicita două variabile în 
funcţie de celelalte două, se pot obţine cel mult şase forme diferite. 
în cazul liniar, relaţiile respective sunt sub formă matriceală. Un 
număr de cazuri particulare de matrice care descriu diporţi rezistivi 
(evident liniari) corespund unor elemente uzuale dintre care enumerăm: 
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1. SURSELE COMANDATE 
- sursa de tensiune comanda în tensiune, 
- sursa da curent comandată tensiune 
- sursa da tensiune comandată în curent, 
- sursa de curent comandată în curent. 


tă 
în 











Fig.7. Simboluri şi caracteristici ale surselor comandate liniar. 


Relaţiile gi caracteristicile care descriu aceste elemente, 
împreună cu simbolurile consacrate (în ordinea enumerării de mai sus) 
sunt prezentate în Fig.7. 


2. ComVERTOARELE DE IMPEDANȚĂ Sunt diporţi descrişi de o matrice de 
transfer de forma: 


(25) 





Cazuri particulare de convertoare de impedanţă: 
- transformatorul ideal (care este element rezistiv !):k,=1/k2; 
= convertoarele de negativare a impedanţei k,k,<0 
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35 ÎNVERTOARE DE IMPEDANȚĂ Sunt diporţi descrişi de o matrice de 
transfer de forma: úl o ziua z 
iflg oj-i (26) 


Cel mai important caz particular îl constituie giratorul pasiv, pentru 
care r=1/g. 





4. ÅHPLIFICATORUL OPERAŢIONAL IDEAL (nuLoRuL } Este o pereche 
nulator-norator; este deci descris de relațiile: 
u, =i,=0; uz=ce, Î.=ce. (27) 


5. REZUMAT 


Elementele de circuit sunt obiecte abstracte particulare. 
Conceptele de terminal şi poartă au atât semnificaţii fizice cât şi 
semnificaţii de model. Sunt prezentate modalităţile de descriere a n- 
porţilor şi multiporţilor. Teoremele lui Kirkhhoff şi Tellegen: 

[A])[i.(t)]=[0] (teorema Kirkhhoff de curenţi) 

[u(t)]=[A]?[e(t)] (teorema Rirkhhoff de tensiuni) 

[u(t)]”[i(t)]=[0] (teorema lui Tellegen), 
reprezintă constrângeri asupra mărimilor de terminal pentru un circuit 
format prin interconectarea unor elemente de circuit. 
Clasificarea elementelor de circuit poate fi făcută după criterii care 
vizează aspectele matematice (aceleaşi criterii au fost utilizate la 
clasificarea sistemelor şi elementelor de sistem), dar şi după criterii 
specifice între care şi semnificaţia fizică a mărimilor de terminal. 
Astfel, pe lângă clasificări generale precum liniar-neliniar, variabil- 
invariant în timp, cu memorie-fără memorie etc., elementele de circuit 
pot fi clasificate după numărul de porţi sau poli (uniport - multiport 
sau multipol), după comportarea energetică (pasive (nedisipative şi 
disipative) - active), după reciprocitate (reciproce - nereciproce) , 
după simetrie (simetrice - nesimetrice), după semnificaţia fizică a 
mărimilor de terminal utilizate în descrieri (rezistive, capacitive, 
inductive,  memristive, generalizate), după prezenţa derivatelor 
parţiale în descrieri (cu constante concentrate sau distribuite). 

Elementele de circuit. rezistive formează o clasă foarte importantă 
în care, pe lângă elementele rezistive uniport obişnuite, remarcabile 
sunt sursele autonome sau comandate, convertoarele şi invertoarele de 
impedanță, nulorul (amplificatorul operaţional ideal) cu cele două 
elemente uniport: nulatorul şi noratorul. De asemenea, toate circuitele 
logice pot fi considerate, de cele mai multe ori, elemente rezistive 
cu caracteristici eventual multiforme (memoria rezistivă) . 
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EXEMPLE DE MODELE ALE UNOR 
COMPONENTE, DISPOZITIVE ŞI 
CIRCUITE UZUALE 


GENERALITĂȚI 2 

MODELE PENTRU REZIS TOARE a ae bn 3 
Modele pentru tensiuni şi curenţi "foarte BICE per o na 4 
Modele pentru amplitudini mici şi i caii 5 
Modele pentru amplitudini mari SE ooe a RaR 5 
Modele pentru amplitudini foarte mici, mici şi medii şi 


variaţii rapide . Pen ir NE TE ET i a ear 5 

Modelarea comportării termice < a ; i sa a e o s i 3 6 
Termistorul . . si 200 m at TRI, 7 
MODELE PENTRU CONDENSA TOARE, ` BOBINE ST SURSE sta W a LIS 9 
MODELE PENTRU CÎTEVA DISPOZITIVE SEMICONDUCTOARE . . ... 11 
Sistemul' ecuațiilor de bază „si s Tir Ws u Auie. aie 11 
Modele pentru diode cu joncțiune pn . . . . sasaa sa’ 12 
Modele pentru tranzistoare bipolare . . ... . .. . . 15 
Modele pentru tiristoare . . . A i a K 22 
MODELE PENTRU ANPLIFICATOARE OPERAȚIONALE Ep d sugă a prize 24 
idolul nulator-=norator: , în. saer ei setei ceea a ii ie 24 
Aito (MACIOIMOURLE, en ci ai asi pei a e pu A E aie 25 
DEDICE Ia cai e ue la a a a E a e a 26 


Exemplificăm, pe câteva cazuri concrete, conceptele privind 
modelarea (componentelor şi dispozitivelor) prezentate în secţiunile 
anterioare. Nu ne ocupăm de modul în care, din cunoaşterea legilor 
fizice sau a datelor experimentale, se ajunge la unul sau altul dintre 
modele. Urmărim să scoatem în evidenţă: 

- existența mai multor modele, având complexităţi diferite, pentru 
aceeaşi componentă, dispozitiv sau circuit (fizic); 

~ legăturile între modele, posibilitatea trecerii de la un model 
mai complicat la unul mai simplu şi invers (chestiuni care pot fi 
considerate ca făcând parte din procesul de modelare) în funcţie de 
necesităţile modelării; 

- restricţiile impuse semnalelor corespunzătoare modelelor 
considerate; 

- natura elementelor de circuit care se utilizează şi legătura, 
dintre aceste elemente şi ecuaţiile care descriu comportarea realităţii 
fizice considerate. 


- încadrarea diferitelor modele în clasele de modele deja 
discutate. 
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1. GENERALITAT să 
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~ ca relaţii care reflectă modul de interconectare a elementelor 
şi 
- ca relaţii care caracterizează elementele algebrice de circuit 


(care sunt descrise de relaţii algebrice între mărimile de 
terminal). 


în legătură cu noţiunile de amplitudine foarte mică, mici, mare sau 
foarte mare facem următoarele precizări. Deşi noţiunile sunt relative, 
vom vorbi de amplitudini foarte mici atunci când acestea sunt 
comparabile cu nivelele de zgomot: modelele vor fi totdeauna liniare 
dar vor conţine generatoare care modelează zgomotul. Vom considera 
amplitudinile ca fiind mici atunci când modelele pot fi considerate 
liniare şi când fenomenele termice sunt neglijabile. Amplitudinile mari 
sunt legate în marea majoritate a cazurilor de intrarea în 
neliniaritate, deci de utilizarea unor modele neliniare şi eventual de 
luarea în considerare a efectelor termice. în şit, amplitudinile 
foarte mari presupun luarea în considerare a neliniarităţilor şi a 
efectelor termice. 

în legătură cu viteza de variaţie a semnalelor (tensiuni, curenţi 
fluxuri, sarcini), vom deosebi: 
- modele pentru semnale lent variabile (în particular constante); 
— modele pentru semnale cu variaţie rapidă sau foarte rapidă (în 
particular de frecvenţă ridicată sau foarte ridicată)" pentru care se 
pun în evidenţă efectele de memorie prin existenţa elementelor reactive 
(corespunzătoare operatorilor de integrare şi/sau derivare) şi care pot 
fi, în funcţie de dimensiunile circuitului, cu constante distribuite. 









Lă 


A 


d. MODELE PENTRU REZISTOARE 


Ne referim la banala "rezistenţă" pe care o vom denumi riguros 
rezistor: ea poate fi de dimensiuni microscopice într-un circuit 
integrat sau poate cântări zeci de kilograme într-un cuptor electric. 
Numai atunci când aceasta poate fi modelată printr-un element rezistiv 
liniar, ea poate fi caracterizată de un singur parametru: rezistenţa. 
Desigur modelele vor fi diferite în funcţie de tipul şi utilizarea 





2 


Vom prefera să vorbim de variaţii rapide sau lente deşi în mod 
curent se vorbeşte de frecvenţe joase sau înalte. Explicaţia este 
următoarea: dorim să scoatem în evidenţă posibilitatea utilizării 
modelelor respective şi la alte forme de undă decât cele sinusoidale 
sau armonice. Este adevărat şi faptul că se întâlnesc deseori modele 
valabile într-un anumit domeniu restrîns de frecvenţe. Astfel sunt 
modelele de bobine sau condensatoare în care pierderile depind de 
frecvenţă: aceste modele nu pot furniza răspunsul la un semnal treaptă, 
de exemplu,dar sunt perfect utilizabile în aplicaţii radio în domenii 
limitate de frecvenţe. 
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rezistoarelor respective. De exemplu, pentru un rezistor folosit drept 
element de încălzire va conta comportarea termică şi nu va avea nici 
o importanță modelul de semnal foarte mic în care apare zgomotul 
propriu în timp ce, pentru un rezistor realizat integrat, comportarea 
din punctul de vedere al zgomotului poate fi esenţială, ła fel, 
dependenţa valorii de temperatura mediului. 

în continuare prezentăm câteva tipuri de modele fără a intra în 
detalii. 


$; OBSERVAŢIE Toate modelele care urmează reprezintă în fond ecuaţii 


diferenţiale ordinare. Scrierea acestora este lăsată în seama 
cititorului care va utiliza relaţiile de interconexiune (teoremele 
lui Kirkhhoff) şi relaţiile constitutive care descriu fiecare 
element în parte (desigur, după adoptarea sensurilor de referinţă 
pentru tensiuni şi curenţi). 
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Fig.1l. Modele pentru rezistoare. 


2.1 Modele pentru tensiuni şi curenţi foarte mici 


Un astfel de model este prezentat în Fig.i.a unde, pe lângă 
elementul rezistiv liniar, invariant în timp, cu constante concentrate 
caracterizat de rezistenţa R apare şi o sursă de curent de zgomot. 
Curentul generatorului de zgomot se caracterizează prin metode 
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2,2 Modele pentru amplitudini mici şi mijlocii 


este ce ine cunoscut, prezentat în Fig.1.b 
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vor conţine pe lângă elemente rezistive 'şi elemente reactive 
(capacitive şi inductive). Modelele sunt în continuare liniare, 
invariante în timp, cu parametri concentraţi,dar cu memorie datorită 
elementelor conservative. Două astfel de modele sunt sugerate în 
Fig.1.f şi g. în legătură cu modelul din Fig.1.g (valabil la frecvenţe 
foarte înalte) se poate observa că acesta se obţine prin partiţionarea 
rezistorului fizic în patru părţi separate prin linii întrerupte în 
figură: celula LC corespunde comportării terminalelor, iar cele trei 
celule RLC corespund celor trei secţiuni în care s-a presupus a fi fost 
împărţit rezistorul. Desigur că, prin împărţirea în mai multe secţiuni, 
s-ar fi obţinut un model şi mai complicat care, la limită ar conduce 
la o descriere prin ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale deci la 
un model cu parametri distribuiţi. în plus, trebuie spus că, în mod 
riguros, valorile elementelor rezistive, capacitive şi inductive din 
model depind de amplitudinea şi de viteza de variaţie a semnalelor şi 
devin astfel extrem de complicate. în cazul unui rezistor integrat pe 
un substrat de siliciu, modelul de înaltă frecvenţă este prezentat în 
Fig.1.e: la limită, modelul devine o linie RC pentru care celulele 
elementare vor conţine elemente infinit mici. 

în cazul în care rezistorul funcționează cu semnale care conţin o 
componentă lent variabilă şi una rapid variabilă, elementele reactive 
au o influenţă neglijabilă pentru componenta lent variabilă pentru care 
modelul se reduce la o simplă rezistenţă considerând inductivităţile 
şi capacităţile scurtcircuite respectiv întreruperi. Dacă semnalele au 
amplitudini foarte mici, elementele rezistive din model trebuie 
însoţite de generatoarele de zgomot corespunzătoare, 


2.5 Modelarea comportării termice 


Revenim la comportarea rezistoarelor la amplitudini mari şi foarte 
mari. Consideraţiile care urmează sunt valabile pentru orice fel de 
dispozitive, inclusiv cele care se modelează folosind elemente 
rezistive neliniare. Esenţa problemei constă în faptul că modelarea 
comportării termice se face folosind tot ecuaţii diferenţiale care, în 
limitele unor aproximaţii, se pot considera a fi liniare şi cu 
coeficienţi constanţi. Din acest motiv, se pot determina anumite modele 
electrice ale comportării termice, Astfel, un model foarte simplu 
corespunzător disipării termice pentru un dispozitiv sau componentă 
presupuse omogene şi având lungimea l, secțiunea S, conductivitatea 
termică K(W/*K.m) densitatea p(Kg/m=) şi căldura specifică c(J/°K.Kg) 
se bazează pe introducerea mărimilor: 


- rezistenţa termică: 
Ras [°K/ W] (3) 


- capacitatea termică: 
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Cuw=cp1S [7/20] (4) 


în cazul unei componente sau dispozitiv formate din trei secţiuni 
diferite aflate în contact termic2, schema echivalentă a comportării 
termice este prezentată în Fig.1.d. Generatorul de "curent" din figură 

corespunde puterii disipate: 
p(t)=ult)ile) (5) 


iar temperaturile fiecăreia dintre cele trei secţiuni rezuită ca 
"tensiuni" pe condensatoarele termice. Sursa de "tensiune termică" 
(temperatură) T„ modelează temperatura mediului. 


2.6 Ternistorul 

Termistorul este un dispozitiv semiconductor pentru care dependenţa 
comportării de temperatură este esenţială. Termistorii cu coeficient Fig.2 
negativ de temperatură? sunt descrişi de ecuaţiile: a 


| vlt) ilt) Rp (76) -T) +Cup APE) z 
paza at (6) 
| v(t)=R (Te * ™ ilt)=RI(T, Tilt) elese 


care reprezintă ecuația de stare (diferențială) care furnizează S-a 
valoarea temperaturii instantanee T(t) din cunoaşterea puterii disipate ral 
respectiv ecuația de ieşire (algebrică) care descrie legătura dintre z 
tensiunea şi curentul la momentul t. eX 

Să remarcăm că ecuaţiile (6) sunt de forma: 


si 5 





(7) să 


Termistoarele, ca şi becurile cu incandescenţă, sunt denumite ima 
uneori elemente inertiale pentru a sugera specificului comportării lor zar di 
datorat inertiei termice. Considerate mult timp elemente de tip 
rezistiv, acestea se modelează riguros ca elemente neliniare şi cu : 
memorie (există o ecuaţie diferențială de bilanţ termic, starea fiind Si 
temperatura instantanee). - 

Particularităţile acestor elemente sunt următoarele: deşi : 
caracteristica U(I) trasată în cc (la variaţii lente ale semnalelor E 
de intrare) este neliniară datorită încălzirii (Fig.2.a.), pentru - 
semnale sinusoidale de frecvențe mai ridicate, caracteristicile sunt E 





2 Un exemplu tipic îl constituie modelul termic pentru o plachetă 
de siliciu montată pe un suport în contact termic cu un radiator, 3 


T„) scade cu creşterea temperaturii. 
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liniare, dar au pante diferite în funcţie de amplitudine aşa cum se 
sugerează în Fig.2.b pentru trei amplitudini diferite. Se spune că 








Fig.2. Caracteristici ale termistorului: a. caracteristica în c.c. sau 
în valori efective; b. caracteristici în valori instantanee (liniare); 
c. caracteristică la o frecvență joasă. 


elementele inerțiale au comportări neliniare în valori efective şi 
liniare în valori instantanee (soluţia ecuaţiei diferențiale de 
echilibru termic este constantă pentru tensiuni de intrare de frecvență 
mai mare; această constantă depinde însă de amplitudinea intrării). 

Pe de altă parte, dacă semnalele de intrare sunt variabile, de 
exemplu tot sinusoidale dar de frecvenţe nici, temperatura 
dispozitivului poate varia în timpul unei perioade a tensiunii de 
intrare astfel încât la creşterea tensiunii, temperatura are tendinţa 
să crească, în timp ce la scăderea tensiunii, temperatura are tendinta 
să scadă. Din acest motiv, în planul u(i), traiectoria este diferită 
la creşterea tensiunii faţă de scăderea acesteia (temperatura este "în 
urma" tensiunii: la creşterea tensiunii, dispozitivul este mai rece, 
iar la scădere, mai cald) aşa cum se sugerează în Fig.1.c. 


1. OBSERVAŢIE Comportarea discutată mai sus este utilizată, 


între altele, la stabilizarea amplitudinii de oscilație a 
oscilatoarelor. Acestea pot conţine un element "inerţial" care 
funcţionează ca rezistenţă dependentă de tensiunea efectivă care 
i se aplică la borne datorită oscilaţiilor. Oscilatorul ar putea 
funcţiona în principiu şi înlocuind termistorul cu o rezistenţă 
egală cu valoarea rezistenţei  termistorului corespunzătoare 
amplitudinii tensiunii la bornele sale. (Desigur, presupunem că 
frecvenţa oscilaţiei este suficient de mare pentru ca să existe o 
comportare ca aceea prezentată în Fig.2.b). 

Avantajul utilizării unui element inerţial constă în aceea că; 
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dacă acesta este conectat astfel încât la creşterea accidentală a 
amplitudinii oscilației, variația rezistenței sale să conducă la 
scăderea amplitudinii tensiunii şi invers, va avea loc o 
stabilizare a amplitudinii de oscilație. 


3. MODELE PENTRU CONDENSATOARE, BOBINE SI SURSE 


) 
(S3) 


t 
[ta] 








Fig.3. Cîteva modele (liniare) pentru condensatoare, bobine şi bobine 
cuplate. 


Câteva modele valabile pentru condensatoare şi bobine, inclusiv aia 
pentru două bobine cuplate sunt prezentate în Fig.3, Modelele pentru Sa a 
condensatoare corespund figurilor a,b,c, cele pentru bobine, figurilor ue 
d,e,f, iar modelele din figurile g,h,i corespund bobinelor cuplate (cu 
n:1 s-a notat un transformator ideal cu raport de transformare n). Să =] 
observăm posibila comportare inductivă a condensatoarelor şi capacitivă ri 
a bobinelor! (Este o practică curentă conectarea în paralel a două = 
condensatoare unul de valoare mare (electrolitic) cu unul de valoare 
mică (ceramic): primul se comportă inductiv la frecvenţe mari şi, 
pentru a păstra caracterul capacitiv şi în acest domeniu, se conectează dă 
un condensator de capacitate mică care se comportă bine la frecvențe Rei: 
mari. 





TA CaA E 
Ò ( y Q) O a & 
e EA vagă T Pa: rea 
a b C ; 3 





Fig.4. Modele pentru surse. 
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Fig.5. Echivalenţe pentru condensatoare şi inductanţe "încărcate". 


1. ÛBSERVATIE Condensatoarele şi bobinele pot acumula gau 


ceda energie în sau din câmpul electric respectiv magnetic. 
Neglijând neidealităţile, un condensator încărcat sau o bobină 
încărcată sunt echivalente cu o conexiune serie dintre un 
condensator neincărcat şi o sursă ideală de tensiune respectiv cu 
o conexiune paralel dintre o bobină relaxată şi o sursă ideală de 
curent aşa cum se prezintă în Fig.5.* 


Sursele (fizice) constante sau variabile (de semnal) se pot modela 
utilizând surse ideale de tensiune sau de curent în serie respectiv în 
paralel cu o grupare de elemente de circuit rezistive, şi reactive care 
în general sunt neliniare. Câteva cazuri particulare corespunzătoare 
unor comportării liniare sunt sugerate în Fig.6. 


€ CR d Ol 

OG (D) i) 

ii E firib + 
b C. d. 


a 
Pig.6. Cîteva modele de surse. 
Cunoaşterea comportării surselor este importantă atât pentru 


determinarea curenților şi tensiunilor produse de sursa respectivă cât 
şi pentru determinarea comportării ei sub acţiunea alter surse. De 


“ echivalenţele prezentate sunt "fizice", în sensul că, prespunând. 


că am închide în cutii diferite un condensator ideal încărcat şi 
respectiv un altul, de aceeaşi capacitate, descărcat,dar înseriat cu 
o sursă ideală de tensiune de valoare egală cu tensiunea pe primut 
condensator, cele două cutii se comportă identic deci nu se poate 
spune, prin măsurători la terminale, ce conţine fiecare. Acelaşi lucru 
este valabil şi pentru bobine. 


sa! 
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exemplu, în cazul unui oscilator alimentat de la o sursă de tensiune 
continuă,  impedanţa internă a sursei poate influenţa esenţial 
funcționarea oscilatorului. 


4, MODELE PENTRU CÎTEVA DISPOZITIVE SEMICONDUCTOARE 
4.1 Sistemul ecuaţiilor de bază 


în cazul dispozitivelor semiconductoare, sistemul ecuaţiilor care iz 
le descriu comportarea, denumit sistemul ecuaţiilor de bază, este son 
constituit din cinci ecuații: două ecuații de curenți, două ecuații de => 
continuitate şi ecuația lui Poisson: 
(7, t) =an(£, t)p (7) E(Z, t) +aD (7) Va(7, €) (8) 


J; (7, t) =ap(7, t) p(T) E(F, t) -qD (F) Vp(F, t) (9) 
=G, (T. t) -R (F7, t) +2 T, 10 

Snt =G, (F, t) -Ra (T, t) (e t) (10) 
2plT, t) =G, (F, t) -R (F, t) AZE, t) (11) 


VE(7, t) =(q/e) |Ip(7, t)-n(£, t) +Np(7) -NA (7) ] (12) 


nul, a temperaturii uniforme şi a materialului omogen şi izotrop. 
ecuaţiile sunt completate” şi modificate“ cu relaţii suplimentare în 
cazul narespectării ipotezelor de mai sus (adică în cazul existenţei Fig 
câmpului magnetic, a gradienților de temperatură, a neomogenităților 
şi anizotropiilor etc.) 

Sistemul ecuaţiilor de bază este valabil pentru dimensiuni 
superioare distanţei de 0,01 um (aproximativ 20 de distanţe atomice). l 
Sistemul (8)-(12) este un sistem de ecuații cu derivate parţiale 
(operatorul de derivare acționează atât asupra variabilei temporale cât 
şi asupra celor spaţiale), neliniare (datorită dependenței, prin 
funcţii neliniare, a parametrilor de poziţie şi, în cazuri mai 
complicate, de concentrație, de intensitatea câmpului electric etc.) 





5 De exemplu, se utilizează o relație care furnizează valoarea 32] 
densităţii de curent suplimentare determinate de gradientul de pa 
temperatură. cz 


€ Prin luarea în considerare a dependenței parametrilor şi de alte zag 
mărimi cum ar fi, de exemplu, dependenţa mobilității de concentrația as 
de impurități şi de intensitatea câmpului electric etc.. as 





0) 


1) 
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cuplate (dependente între ele). soluţionarea sistemului ecuațiilor de 
bază nu este posibilă, în cazul general, decât prin metode numerice. 
Pe lângă "constantele" de material (de fapt a dependenței acestora de 
alte mărimi fizice care le influențează) este necesară cunoaşterea 
condițiilor la limită adică a variaţiei în timp şi spațiu a anumitor 
mărimi pe suprafaţa de separare cu mediul exterior şi determinarea din 
ecuaţii a mărimilor rămase necunoscute. Soluţionarea ecuaţiilor se 
simplifică în cazul acceptării anumitor aproximări şi ipoteze care 
vizează semnalele: amplitudine, viteză de variaţie (frecvenţă în cazul 
semnalelor armonice), simetrii spaţiale, valoarea componentelor 
constante etc. 









| FRA [ = a AN : HEEJ 








Fig.7. Câteva modele de circuit pentru o diodă semiconductoare. 


4.2 Modele pentru diode cu joncțiune pn 


în cazul unuia dintre cele mai simple dispozitive semiconductoare, 
dioda cu joncțiune pn, câteva modele de circuit cu constante 
concentrate (deci descrise de ecuaţii diferenţiale ordinare) sunt 
prezentate în Fig.7. Simbolul din Fig.7.a este un exemplu de simbol 
care reprezintă simultan atât un dispozitiv cât şi modelele acestuia. 
Un model de circuit, suficient de complet, este reprezentat în Fig.7.b 
jân care se recunosc rezistoare şi condensatoare neliniare. Rezistoarele 
neliniare notate cu (R) şi (R_) nu pot fi caracterizate de un singur 
parametru (rezistența) şi de aceea notația R nu reprezintă valoarea 
rezistenţei, ci doar un simbol pentru elemente rezistive. Modelul este 
valabil în semnal mic (semnale variabile, nu neaparat periodice, de 
amplitudine redusă, suprapuse peste o componentă constantă sau lent 
variabilă) şi nu dă rezultate satisfăcătoare pentru semnale de 
amplitudini nari şi variaţii rapide. 

Prezentă: în continuare, cu titlu informativ, semnificațiile 
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elementelor. Astfel, (R) modelează comportarea rezistivă a terminalelor 
şi a contactului metal semiconductor, (R._) modelează comportarea 
rezistivă corespunzătoare pierderilor prin izolaţia dintre terminale, 
ial(Ua) modelează joncţiunea pn ideală”: 


“av. |] ; 
sT loy SE [i (13) 


cu I„ este curentul de saturație al diodei, q, sarcina electronului, 

k, constanta lui Bolzman, T, temperatura joncţiunii (presupusă 

corstantă), M, constanta de emisie care arată de câte ori tensiunea pe 

joncțiune este mai mare decât valoarea ideală qv,/KT. C, este o 
capacitate neliniară dependentă de tensiunea Va: 

Ceea uV; (14) 

(V,- Ug) s 





cu D, o constantă de proporţionalitate, V„, potențialul de contact al 
joncţiunii şi n, constanta joncţiunii (subunitară). în sfârşit cC 
reprezintă capacitate neliniară de difuzie, dependentă de curentul i 
prin joncțiune: 


C= 





e SR O Dr E RN) (15) 
DIIMKTE- e e 

f fiind o frecvenţă numită de tăiere, dependentă de procesul de 
fabricaţie. 

Coristatăm că modelul prezentat conţine 10 (zece) parametri fizici. 
între altele, chiar pentru semnale constante sau lent variabile, 
modelul nu reflectă corec comportarea  joncţiunii în domeniul 
tensiunilor negative mari. Pentru acest caz neliniaritatea trebuie 
corectată; o caracteristică (rezistivă) valabilă pentru astfel de 
situaţii este prezentată în Fig.7.c împreună cu simbolul rezistorului 
neliniar în partea stângă şi cu simbolul unui rezistor liniar 
corespunzător funcţionării în semnal mic, în jurul unui punct de 
funcţionare constant (desigur că R depinde de punctul de funcţionare 
ales). în paralel cu rezistorul a fost figurată o sursă de curent 
corespunzătoare zgomotului: chiar în lipsa semnalului util, la bornele 
diodei există o tensiune care poate fi considerată ca provenind din 
existența unei surse de curent care debitează pe R. În principiu, orice 
modei ar trebui completat cu generatoare corespunzătoare zgomotului. 
Deoarece nivelele de zgomot sunt extrem de reduse, influenţa zgomotului 


7 Ideală în sensul respectării relaţiei teoretice obţinute din 
considerarea comportării ideale a semiconductorului. Termenul de diodă 
ideală se mai foloseşte şi pentru a caracteriza alte tipuri de 
comportării, de exemplu comportarea asimilată cu scurtcircuit pentru 
curenţi pozitivi şi întrerupere pentru tensiuni negative. 
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în cazul funcţionării la semnale mari este neglijabilă: generatoarele 
corespunzătoare zgomotului se utilizează, în general, în modele de 
semnal mic şi anume când nivelele semnalelor utile sunt extrem de mici 
deci comparabile cu nivelele de zgomot. 

în Fig.7.d,e şi g se prezintă câteva modele de semnal mic valabile 
respectiv la frecvenţe relativ joase, la frecvenţe înalte şi la 
frecvenţe foarte înalte. se remarcă apariţia în modele a elementelor 
inductive. În sfârşit, în Fig. 7.f se prezintă un model de diodă valabil 
la frecvenţe foarte mari, în care apar şi trei generatore de zgomot 
având valorile medii patratice: 

ei=4KTrAf; if=2qI,Af; i2= Ip SE (16) 

în cazul funcţionării la semnale constante sau lent variabile, modelul 
"de curent continuu" va fi liniarizat pe porţiuni, aşa cum se prezintă 
în Fig.8. După cum se observă, pentru fiecare domeniu de tensiuni (sau 
de curenţi, dacă se determină curenţii corespunzători punctelor de 
frângere) este valabil, în anumite limite de precizie, câte un model 
liniar extrem de simplu. (Pentru porțiunile a'b! şi b'c' sunt valabile 
relaţii asemănătoare cu cele prezentate în figură. Pentru fiecare 
porţiune se poate vorbi de o rezistenţă (liniară, cu aproximaţie) care 
caracterizează comportarea numai pe acea porţiune. 

Dacă se introduce conceptul de diodă ideală în sensul de element 
rezistiv neliniar având caracteristica prezentată în Fig.9.a, acest 





aa. ug<usuz u=Rgi ab: uscu<ug u=Ryi+E] be: uxu  u=iphEg 


Fig.8. Liniarizarea pe porţiuni a caracteristicii diodei şi scheme 
echivalente corespunzătoare. 
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element poate fi utilizat pentru modelarea caracteristicilor aşa cum 
se arată în Fig.9.b,c,f. Mai observăm că, pentru curenţi pozitivi, o 
diodă ideală în sensul precizat mai sus este echivalentă cu un 
scurtcircuit în timp ce, pentru tensiuni negative, dioda se comportă 
ca o întrerupere (Fig.9.d,e). 








ri p- = 
Hu, | 
————. 
u 
a 
i 
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= 
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Fig.9. Caracteristici liniare pe porţiuni obţinute utilizând diode 


ideale, 


4,3 Modele pentru tranzistoare bipolare 


Tranzistorul bipolar, ca de altfel şi dioda cu joncțiune pn şi, în 
general, toate dispozitivele semiconductoare pot fi studiate folosind 
ecuațiile de bază ale lui Shockley. în acest caz nu se mai poate vorbi 
de modele de circuit, căci ecuaţiile diferenţiale conţin derivate 
parţiale şi aproximarea cu constante concentrate nu este posibilă decât 
în ipoteze simplificatoare şi cu consecința pierderii din precizie. 
Rezolvarea ecuațiilor de bază se face în prezent în mod curent în 
procesul analizei şi proiectării circuitelor integrate folosind tehnica 
de calcul şi în condiţiile unor ipoteze extrem de puţin restrictive 
privind variaţia semnalelor deci fără a se mai recurge la modele de 
circuit cu toate constrângerile acestora. Totuşi rolul modelelor de 
circuit este extrem de important în procesul de înţelegere a 
fenomenelor şi al analizei simplificate. 


în Fig.10. este prezentat un model de tranzistor valabil în 
condiţii suficient de generale (semnal mare) 
Cu scop informativ, prezentăm mai jos semnificaţiile parametrilor 
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a b 


Fig.10. Model de tranzistor bipolar. 


din model. 

- Ree; Ras Şi Ra. reprezintă rezistenţe ale semiconductorului şi 
rezistenţe de contact; 

- Re şi R, reprezintă rezistenţele de pierderi ale joncţiuniilor 
BE şi BC; 

- a, şi a, sunt amplificările (le denumim aşa chiar dacă sunt 
subunitare) surselor de curent comandate (valori tipice sunt 04=0.5 şi 
4470.99); 

- elementele rezistive neliniare (corespunzătoare unor joncţiuni 
pn ideale) sunt descrise de relaţiile: 


e | 
E ELE (17) 
T (58) | 
DE a ui (18) 
LOR 


unde Ips Şi Ic, Sunt curenţii de saturație emitor-bază respectiv 
colector-bază, M, şi M, sunt constantele de emisie ale diodelor emitor- 
bază respectiv colector-bază, q, K şi T sunt sarcina electronului 
respectiv constanta lui  Boltzman şi temperatura absolută a 
dispozitivului; 

- elementele capacitive neliniare sunt caracterizate de următoarele 
relaţii: 
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unde C.a şi C- sunt capacitățile® neliniare de tranziţie CE şi CB, D, 
şi D, sunt constante de proporţionalitate, n, şi n. sunt constantele 
joncţiunilor, Cae Şi Ca, sunt capacităţile neliniare de difuzie ale 
joncţiunilor EB respectiv CB iar Fẹ şi Fp sunt produse câştig-bandă. 
Concluzia: există 22 de parametri necesari pentru precizarea 
modelului”; în condiţiile în care comportarea termică nu a fost luată 
în considerare (temperatura dispozitivului a fost considerată 
constantă), ca să nu mai vorbim de influenţa altor factori de mediu. 
Modele mai simple, uzuale, sunt, pe de o parte, modelele de semnal a 
mic (de joasă sau înaltă frecvenţă) corespunzător funcţionării cu o aaa: 
polarizare convenabilă, cu sau fără luarea în considerare a Š 


2 
Lă 
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Fig.11. Model de semnal mic de înaltă frecvență cu generatoare de 
zgomot pentru tranzistorul bipolar. 


generatoarelor de zgomot (Fig.11.) şi pe de altă parte modelele de = 
semnal mare valabile pentru semnale lent variabile 





e Capacităţile neliniare reprezintă pantele în fiecare punct ale 
curbei Q(u): C(u)=49(u)/du. 


° Există modele care necesită mai mulți parametri. 
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Cu titlu informativ, generatoarele de zgomot din model au 
următoarele valori medii pătratice: 


VE=4KTr Af; i7=2QI.A 


ips2qisA frk, 12 Eek I 


Af 
F va 
1+(—) 


c 


unde cei trei termeni din cea de a doua ecuaţie modelează respectiv 
zgomotul de alice, zomotul de licărire şi. zgomotul de explozie, 

în legătură cu modelele de semnal mare valabile pentru semnale lent 
variabile, acestea rezultă din modelul din Fig.10. prin eliminarea 
componentelor reactive. Dacă se adoptă simboluri de diode ideale (în 
sensul joncţiunii semiconductoare) pentru elementele rezistive din 
model şi se neglijează valorile elementelor rezistive liniare, se 
obţine modelul din Fig.12.a. care este echivalent cu cel din Fig.12.b. 


Fig.i2. a. Model de semnal mare pentru tranzistorul bipolar; 
b. Model echivalent. 


Echivalenţa se obţine aplicând teorema de curenţi a lui Kirkhhoff 
pentru primul circuit: 
i ,=&,i,-ip; i üii, ip=isll-a;)+i,(1-0,). (24) 


K. 
li 














Punând condiţia ca i, să fie acelaşi în ambele circuite, obţinem 
valoarea coeficienţilor care comandă sursa de curent din cel de al 
doilea circuit. (Această sursă este comandată de doi curenţi de 
comandă.) Practic, B.>>8, şi astfel sursa de curent din cel de al 
doilea circuit va fi comandată de un singur curent de comandă, 





+2 Sursa comandată din modelul de semnal mic din Fig.11. se obţine 
în acelaşi mod, liniarizând caracteristica diodei BE în jurul punctului 
de funcţionare de curent continuu, notând g,=8/r şi neglijând 


mt 
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Fig.13. Modele simplificate pentru tranzistorul bipolar în regiunile 
de saturație (a,d,g,j), activă (b,e,h,k) şi de blocare (c,f,i,j). 


Alte câteva modele, corespunzătoare regiunilor de saturație, activă 
şi de blocare sunt prezentate în Fig.13. 
Modelul tranzistorului la semnale mari şi variaţii lente este un 
model neliniar, fără memorie (algebric), invariant în timp dacă nu luăm 
în considerare dependenţa parametrilor de temperatură. Modelul se 
prezintă ca un diport rezistiv descris de relaţii între curenţii şi 
tensiunile de terminal, unul dintre terminale fiind considerat ca 
referinţă. Aparent, circuitul este un triport putându-se pune în 
evidenţă trei curenţi şi trei tensiuni. Se observă că tensiunea la 
orice poartă se scrie în funcţie de tensiunile la celelalte porţi după Fİ 
cum gi curentul la orice terminal rezultă din condiția ca suma celor 
trei curenți de terminal (cu sensurile spre circuit) să fie nulă. 
Dependenţa algebrică între curenții şi tensiunile de terminal poate 
fi reprezentată în multe feluri, în funcție de modul în care se adoptă 
variabilele independente (bine-cunoscutele descrieri bază comună (BC), 


curentul de conducţie inversă a diodei BC. 
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colector comun (CC), emitor comun (EC)). Este important sä subliniem 
că reprezentările diferitelor caracteristici intrare-ieşire sunt 
suprafeţe dependente de doi parametri, Caracteristicile prezentate 
în mod curent în manuale sunt secţiuni cu diferite plane ale 
suprafeţelor amintite mai sus. Un exemplu corespunzător mărimilor de 
intrare Vam Şi Vaz şi de ieşire i. şi i, este prezentat în'Fig.13. 
Caracteristicile binecunoscute ic=f(Vaz) la Vus-constant rezultă ca 
intersecţii ale suprafeţei ic=f(Vaz.Ve=) cu un plan perpendicular pe 
axa Vas la distanţa corespunzătoare unui Va, fixat de origine. (0 
astfel de caracteristică este schiţată în Fig.14.) 

Este interesant de discutat cazul în care se ţine seama de 
comportarea termică; modelul tranzistorului se completează cu circuitul 
termic reprezentat de sursa J, şi de grupul Cp, Re, To: 

în acest caz modelul tranzistorului nu mai este rezistiv adică 
fără memorie! Chiar pentru variaţii lente ale semnalelor de tensiune 
şi curent, tranzistorul este descris de o ecuaţie de stare diferenţială 
liniară cu coeficienţi constanţi (într-o primă aproximaţie) care 
exprimă echilibrul termic. 


Ea) 
iai 


BES 
z 


aT iza: 








Fig.14. Suprafeţe caracteristice pentru descrierea i „=f(Vae/Vom} şi 
ia=9(VarrVez) g 


Cu titlu informativ, ecuațiile care descriu funcționarea 
tranzistorului bipolar la nivele mari şi viteze mici de variație 
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Pig.15. a. Moel care ia în considerare şi comportarea termică; b. 
caracteristici corespunzătoare neluării (I) şi luării (If) în 
consideraţie a comportării termice. 








sunt:+: 
Ias Wa (26) 
is=-Iss(7) le T -1]*ér (T) le = -1]=-i+J 
[m IY (27) 
Ie Mela S oI] -MZale 7 -Jagi í 
AA ATARFE) za 
T(E) = Rt Io Rar (28) 
unde 
[a EEA 
T(n adela t rnr (pe 2 (29) 
5 “QI gs \T) =%alos (7) =I; (T, tT erns 
“ 1+Be 257 


Trecând peste semnificaţiile constantelor din ecuaţii, remarcăm 
ultima ecuaţie din (30) care furnizează valoarea sursei de "curent" ce 
reprezintă putera disipată pe tranzistor. T(t) este temperatura 
tranzistorului şi reprezintă variabila de stare a circuitului asimilată 
cu tensiunea pe C,. 


122 Pentru viteze mari de variaţie trebuie introduse elementele 
reactive corespunzătoare (condensatoare) care cresc ordinul sistemului 
de ecuaţii diferenţiale care descriu dispozitivul. 
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Pentru semnale cu variații lente dar cu amplitudini mari, 
caracteristica i„=f(Voe) la i =constant devine, în acest caz, 
multiformă lucru care corespunde în practică bine-cunoscutului fenomen 
de ambalare termică (saltul curentului din punctul b în punctul b' la 
creşterea tensiunii de alimentare (Fig.15.)). 


$ OBSERVAȚIE Este posibil ca fenomenele termice, corespunzătoare 
saltului pus în evidenţă, să fie ireversibile şi tranzistorul să 
se distrugă. Exemplul demonstrează că luarea în considerare a 
fenomenelor termice poate conduce la comportări calitativ deosebite 


ale tranzistoarelor şi, în general, a dispozitivelor 
semiconductoare faţă de comportările corespunzătoare ipotezei 
T=constant. 


4.4 Modele pentru tiristoare 

în Fig. 16. sunt reprezentate simbolul tiristorului, un model de 
semnal mare şi caracteristicile statice idealizate respectiv reale, 
dependente de curentul de grilă. în multe situaţii se poate considera 
tiristorul ca un comutator comandat care conduce (se comportă ca 
scurtcircuit) dacă tensiunea între anod şi catod este pozitivă. Acest 
model simplificat nu poate explica comportarea circuitelor cu 
tiristoare în orice condiţii de funcţionare. în extrema cealaltă din 
punctul de vedere al complexităţii se află modelul din Fig.16.b.:2 Tot 
cu titlu informativ, scriem mai jos ecuaţiile de stare (31) şi de 
ieşire (32)...(36) care descriu dispozitivul: 


av. = . . 
E 3 [C (v) T lia- fa (Vr v2) ] =f, (vi Var V3i las ig) 
dv. r Fi á . Ți y f e E) 
T” C (v) ] [ia Ep (Vie Var V3) Sa (Vas Var Vai igr ig) (33) 
dv. A ze tă 
de =[C(v3)] 2 [istig Ee (V2: V3) ] =£ (Vis Var V3i dar ig) 


12 Acest model este, totuşi, cu constante concentrate. 
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Fig.16. a. Simbol al tiristorului;  b.Model de semnal mare; 
c.caracteristică statică idealizată; d. familie de caracteristici 
statice la variaţia curentului de grilă. 


Se poate arăta ca modelul de mai sus poate fi echivalat cu un model 
care conține numai rezistoare şi condensatoare neliniare uniport gi 
surse de curent controlate liniar. 
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5, MODELE PENTRU AMPLIFICATOARE OPERAŢIONALE 


Amplificatorul operaţional poate fi modelat plecând de la structura 
sa internă, modelând fiecare tranzistor, resistenţă, capacitate din 
circuitul integrat. Desigur că, un astfel de model nu va fi util decât 
în condiţiile utilizării tehnicii de calcul. Pe’ de altă parte, 
comportarea amplificatorului operaţional poate fi modelată prin 
macromodele de complexitate redusă, utile datorită caracterului mult 
mai simplu al acestora. Astfel de macromodele pot fi utilizate atât 
pentru analiza "manuală" cât şi pentru reducerea timpului de calcul pe 
calculator, în condiţiile în care precizia rezultatelor poate fi foarte 
bună. 


5.1 Modelul nulator-norator 

Cel mai simplu model al amplificatorului operaţional este modelul 
nulator-norator care corespunde noţiunii de amplificator operaţional 
ideal. 


"RR și 
Ape Pg K 
a b e d 


Fig.17. Model nulator-norator pentru amplificatorul operațional. 


Modelul nulator norator al amplificatorului operațional se bazează 
pe următoarele ipoteze: 

a. amplificarea amplificatorului operațional este infinită. în 
consecință, pentru a avea o valoare finită a ieşirii, intrarea nu poate 
fi decât nulă (zero ori infinit poate fi constantă finită). 

b. curentul de intrare în amplificatorul operațional este nul. 

Prin urmare intrarea amplificatorului operațional se comportă ca 
un nulator care impune două restricţii semnalelor tensiune şi curent: 
u=i=0. Acest tip de comportare este numit scurtcircuit virtual 
(scurtcircuit pentru că u=0 şi virtual pentru că i nu poate fi oricât 
ca în cazul unui scurtcircuit obişnuit). 

c. amplificarea amplificatorului operaţional este independentă de 
forma semnalului de intrare; în particular nu depinde de frecvenţa 
acestuia (mai general, de viteza de variaţie), 

d. tensiunea şi curentul de ieşire ale amplificatorului operaţional 
pot avea orice valoare. 

în consecinţă ieşirea amplificatorului operaţional se comportă ca 
un norator care nu impune nici un fel de restricții tensiunii şi 
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curentului. (într-o exprimare mai plastică am putea spune că noratorul 
este dispus să facă "orice" pentru a satisface "capriciile" 
nulatorului. ) 

e. tensiunea de ieşire nu este influenţată de valorile tensiunilor 
dintre o intrare şi terminalul de masă al ieşirii (numai diferenţa 
dintre tensiunile de intrare contează). 


4 OssenvarEe Modelul nulator-norator nu ţine seama de polaritatea 


terminalelor de intrare. Prin urmare, unui circuit cu nulatoare şi 
noratoare (care trebuie să apară în mod obligator în perechi, fără 
însă a se preciza cine cu cine face pereche) îi vor corespunde mai 
multe circuite cu amplificatoare operaţionale. Acestea diferă atât 
prin modul de conectare al intrărilor cât şi prin modul de asociere 
al nulatoarelor cu noratoarele. în consecinţă, mai multe circuite 
cu amplificatoare operaţionale vor avea acelaşi model cu nulatoare 
şi noratoare. Aceste circuite se pot comporta în realitate în mod 
diferit. Determinarea comportării acestora se va face prin luarea 
în considerare a unor modele mai complicate. 


5.2 Alte (macro)modele 


Alte modele ale amplificatoarelor operaţionale sunt prezentate în 
Fig.18. 

Modelul a. ţinea seama de amplificarea finită (dar independentă de 
semnalul de intrare) a amplificatorului precum şi de polaritatea 
bornelor de intrare (tensiunea la ieşire este pozitivă dacă potenţialul 
bornei + este mai mare decât potenţialul bornei -). 

Modelul b. ia în considerare, pe lângă elementele de mai sus, şi 
rezistenţele de intrare şi ieşire. 

Modelul c. este primul model în care apare memoria prin intermediul 
capacităţilor de intrare şi de ieşire. 

Modelul d. este un alt model cu memorie pentru care amplificarea 
depinde de viteza de variaţie a semnalelor de intrare (rezistenţele de 
intrare şi de ieşire sunt respectiv infinit si zero). Modelul e. este 
o sursă de tensiune comandată neliniar în tensiune, dependenţele u,(u,) 
putând fi reprezentate de caracteristicile din f. sau g. Wis BE Val 
sunt numite tensiunile de saturație ale aplificatorului). Modelul e. 
este un model neliniar fără memorie. 

Un macromodel mai evoluat este prezentat în Fig.19. Acest model 
ţine seama de rezistenţele de intrare şi de ieşire, de intrarea în 
saturație, prin intermediul elementului rezistiv conectat la ieşire, 
de viteza maximă de variaţie a intrării pentru care ieşirea urmăreşte 
intrarea ("slew-rate") prin intermediul sursei de curent comandate 
neliniar, de dependenţa amplificării de viteza de variaţie a semnalului 
de intrare prin intermediul rezistenţelor şi condensatoarelor conectate 
"în scară", 
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Fig.18. Alte modele de amplificator operaţional. 
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b. 
Fig.19. Macromodel de amplificator operațional. 


6. REZUMAT 


Scopul acestui capitol a fost de a prezenta câteva exemple de 
modele ale unor componente şi dispozitive uzuale. 

în prima parte exemplificările vizează - componente cum sunt 
rezistoarele, condensatoarele şi bobinele, prezentându-se, pentru 
fiecare caz în parte mai multe modele. Sublinien că, în unele situaţii, 
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= 
a 


aspectele termice nu pot fi neglijate, ele putând fi luate în 


considerare prin introducerea unor surse comandate corespunzătoare 
puterii instantanee precum şi a unor elemente de circuit disipative 


anumite limite de precizie) ecuațiile diferențiale corespunzătoare 
echilibrului termic. De asemenea, la nivele foarte mici de semnal 
trebuie luate în considerare şi efectele zgomotelor care devin 
comparabile cu cele ale semnalelor. 

în partea a doua sunt prezentate câteva modele pentru diode, 
tranzistoare bipolare, tiristoare şi amplificatoa operaţionale. 

în principiu modelele simple pot fi obţinu din modelele mai 
complexe prin simplificări adecvate opului modelării. 

Constatăm că toate modelele prezentate utilizează elementele de 














circuit introduse în capitolul anterior. Sursele comandate sunt 
prezente în anumite modele. Rezistenţele neliniare din modele pot 





fi aproxzimate prin modele liniare pe porţiuni 
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SISTEME ŞI CIRCUITE ALGEBRICE 


DESCRIEREA SISTEHELOR ALGEBRICE 1 
INTERCONECTAREA ELEMENTELOR DE CIRCUIT ALGEBRICE (COMPUNEREA 
CARACTERISTICILOR NELINIARE) Se 5 S 
Interconectarea elementelor de circuit vosist iga ' 5 
Exemplu: amplificator cu un tranzistor RE o ce 7 
Punct de funcţionare . > m e A 9 
Relația între caracterul algəbrie şi memorie .... 12 
Caracteristici ale unor sisteme algebrice cu mal mil te 
Intrări Bi /sai legii o w nn e sia ses a i 3 13 
SOLUȚII NUMERICE .. . . vea arc E e „ae pre a Sole cata Ia Ac 16 
Conceptul de "punct fiz" ST EAr pre a UEU ate Se AO EA So ace 17 
REZUNAT Da ai E EGT E EAER A VEREA aie e Aer ie ÎPS 22 


în acest capitol facem câteva considerații privind sistemele 
descrise de ecuaţii algebrice. Pentru astfel de sisteme se poate vorbi 
de caracteristici, în general neliniare care leagă semnalele de intrare 
de cele de ieşire. Dacă aceste caracteristici nu au caracter multiform, 
sistemele sunt fără memorie ceea ce înseamnă că sunt descrise de 
ecuaţii în care nu apare starea. 


1. DESCRIEREA SISTEMELOR ALGEBRICE 


1, DEFTRIŢIE Un sistem (element, circuit) algebric este un sistem 
(element, circuit) care poate fi descris numai prin relaţii 
algebrice între mărimile de interes. 


2. OesenvaȚIe Sistemele (elementele, circuitele) algebrice se 
refară, desigur, la modele. Aceste modele pot corespunde, în 
anumite ipoteze, unor realităţi fizice. 


în continuare, ne vom referi numai la sisteme şi circuite 
analogice. Sistemele algebrice discrete se pot trata după aceleaşi 
principii ca şi cele analogice. în plus, se va vedea că analiza 
sistemelor algebrice analogice se bazează pe relaţia dintre aceste 
sisteme şi sistemele discrete (algebrice sau cu diferențe). 

Elementele care nu sunt algebrice sunt dinamice (descrise de 
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ecuaţii diferenţiale”) . 

Caracterul algebric al unui element de sistem (sau circuit) poate 
depinde de mărimile considerate intrări respectiv ieşiri. Astfel, un 
condensator (liniar sau neliniar) este element algebric în raport c 
descrierea în funcţie de u şi q şi este element dinamic în raport cu 
descrierea lui în funcţie de u şi i. 

în mod dual, elementele inductive sunt algebrice în raport cu 
descrierea în funcţie de i şi ọ şi dinamice în raport cu descrierea în 
funcţie de i şi u. 

Deoarece relaţiile de interconexiune între elementele care formează 
un sistem sunt relaţii algebrice, este evident că o interconexiune de 
sisteme sau circuite algebrice de acelaşi tip este tot sistem sau 
circuit algebric (în raport cu variabilele faţă de care elementele erau 
algebrice). Interconexiunea unor elemente algebrice de tipuri diferite 
conduce la sisteme dinamice. 

Elementele rezistive de circuit reprezintă clasa cea mai importantă 
de elemente de circuit algebrice. Acestea modelează dispozitive şi 
componente fizice funcţionând în regimuri în care semnalele au variaţii 
relativ lente. 


3. ÎescRIERI Scopul descrierilor este de a asigura posibilitatea 
generării perechilor (semnal(e) de intrare - semnal(e) de ieşire) 
pentru orice semal(e) de intrare de interes şi de a permite 
determinarea unor caracterizări ale sistemelor în cauză. 
Forma generală a descrierilor este o relaţie algebrică: 


F(e,y,t):0,  F(e,y,n):0 (1) 


(pentru sisteme analogice respectiv discrete) unde e este vectorul (în 
general m-dimensional) semnalelor de intrare, y este vectorul (în 
general m-dimensiuonal) semnalelor de ieşire iar t respectiv n 
sugerează variabila temporală. Deci, în general, aplicaţia F(.,.,.) 
este neliniară şi variabilă în timp. în acest capitol ne von referi cu 
precădere la sisteme şi circuite analogice. 

Sistemele şi circuitele algebrice cu mai multe intrări şi ieşiri 
pot rezulta eventual în urma interconectării unor elemente algebrice 
(sisteme sau circuite) cu o singură intrare şi o singură ieşire prin 
intermediul sumatoarelor (care sunt tot elemente algebrice). 

în cazul circuitelor analogice, sumatoarele de curenţi sunt 
reprezentate de nodurile circuitului iar sumatoarele de tensiuni de 
bucleia acestuia. 


1 Sau de ecuaţii cu diferenţe în cazul sistemelor discrete. 


SENNAI 


o 3 
H O 

' 
fA. + 4 


FA 





un 





44) 








ALGEBRICE 


poate 
el, un 
Oort cu 
Ort cu 


ort cu 
rea în 


rmează 
une de 
m sau 
e erau 
ferite 


rtantă 
ve şi 
riaţii 


itatea 
>şire) 
rmi te 


SEMNALE, CIRCUITE SI SISTEME 10-3 SISTEME SI CIRCUITE ALGEBRICE 


4. Monunz PARTICULARE DE DESCRIERE Aplicația F poate fi precizată 
analitic prin combinaţii de funcţii uzuale definite fie global fie 
pe porţiuni. Reprezentarea pe porţiuni se poate face prin funcţii 
neliniare (eventual spline) sau prin funcţii liniare (liniarizarea pe 
porţiuni). Forma reprezentării lui F este dependentă de scopul analizei 
şi de numărul de variabile de interes care urmează a fi determinate. 
Prezenţa variabilelor t sau n în relaţia (1) poate proveni din 
neluarea în considerare în procesul modelării a unor semnale fizice 
cauză. Un exemplu tipic îl constituie modelul unei fotorezistenţe sau 
al unui fototranzistor pentru care nivelul de iluminare poate fi 
considerat 
a) excitație şi atunci dispozitivele se modelează prin relaţii 
invariate în timp sau 
b) perturbaţie şi atunci modelul va fi variabil în timp. 

La fel, în cazul circuitelor digitale, caracterul variabil în timp 
este datorat partiţionării semnalelor de intrare în semnale de intrare 
propriu-zise şi semnale de comandă. Acestea din urmă determină 
comportarea intrare-ieşire. Un exemplu îl constituie semnalele de 
comandă ale unităţii aritmetico-logice dintr-un microprocesor: în 
funcţie de configuraţia comenzii unitatea efectuează o operaţie sau 
alta. 


F; VARIABILE DE INTRARE ŞI DE IEŞIRE într-un model, variabilele de 

intrare şi de ieşire nu sunt întotdeauna precizate. Există situaţii 
cînd, oricare din variabilele din relaţiie de descriere ale sistemului 
sau circuitului algebric pot fi fie intrări fie ieşiri (sistemul este 
neorientat) dar şi situaţii cînd variabilele nu pot avea decît 
semnificaţii precise: ori intrări ori ieşiri. 


6. DESCRIERI COMPLETE ŞI INCOMPLETE În cazul n-porţilor rezistivi 

există 2n variabile de terminal. O descriere completă este cea pe 
baza căreia din cunoaşterea a n variabile ( şi a stării, care în 
particular poate fi reprezentată de derivate ale mărimilor de terminal 
la momentul iniţial) se pot determina celelalte n. Desigur că adoptarea 
mărimilor de intrare şi de ieşire se face astfel încât pentru fiecare 
poartă să existe o mărime de intrare, în particular nulă, şi una de 
ieşire. 

Dacă anumite variabile de ieşire nu pot fi determinate, descrierea 
este incompletă; ea este însă utilă în cazul în care mărimile de 
interes sunt cele existente în respectiva descriere. Orice descriere 
incompletă (model matematic derivat) poate rezulta dintr-o descriere 
completă pri: eliminarea variabilelor care nu sunt de interes. 
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To CARACTERISTICI Legăturile (algebrice) între mărimile de intare şi 


cele de ieşire vor fi denumite caracteristici. în cazul circuitelor 
caracteristicile vor fi denumite: 


- de intrare dacă excitaţiile şi răspunsurile se referă la aceleaşi 


porţi şi 
- de transfer dacă excitaţiile şi răspunsurile se referă la porţi 
diferite. 
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Fig.1. Caracteristici neliniare 


Cîteva caracteristici neliniare tipice pentru sisteme cu o intrare 
şi o ieşire sunt prezentate în Fig.1-3. în particular e şi y pot fi 
curenți, tensiuni, sarcini sau fluxuri atunci cînd caracteristicile 
descriu circuite analogice. 


8. CARACTERISTICI ASOCIATE Caracteristicilor care descriu un sistem 

(circuit) algebric li se pot asocia o serie de alte caracteristici 
obținute prin diferite prelucrări ale caracteristicilor inițiale gi 
care sunt utile în analiza la excitaţii particulare (constante sau 
constante + semnal mic) sau în aplicarea unor metode numerice. 

în continuare, pentru simplitate, ne vom referi la caracteristici 
corespunzătoare unei singure intrări şi unei singure ieşiri. În Fig.4 
sunt sugerate trei tipuri de astfel de caracteristici. Pentru 
generalitate s-a preferat denumirea de amplificare deşi în cazul 
circuitelor se va vorbi de rezistenţe, conductanţe etc., statice, 
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Fig.2.Caracteristici neliniare 


dinamice, incrementale?. 


2. INTERCONECTAREA ELEMENTELOR DE CIRCUIT ALGEBRICE 
(COMPUNEREA CARACTERISTICILOR NELINIARE) 


Interconectarea mai multor elemente algebrice de circuit de acelaşi 
tip (în particular rezistive) conduce la un nou element care, (deoarece 
atit relaţiile constitutive cît şi şi cele de interconexiune sunt 
algebrice), va fi tot un element algebric, de acelaşi tip (deci în 
particular rezistiv). Problema se încadrează în stabilirea unui model 
matematic derivat dintr-unul primar reprezentat de caracteristicile 
elementelor interconectate şi de relaţiile de interconexiune. în 
principiu, se poate pune problema descrierii complete a multiportului 
sau multipolului rezultat adică a determinării relaţiilor între 
tensiunile şi curenţii de terminal pentru toate porţile ţinînd seama 
şi de elementele pe care acestea sunt terminate. 

Descrierea noului element de circuit poate fi făcută prin 


2 între caracteristicile asociate se pot considera şi cele 
corespunzătoare  liniarizării armonice (caracteristica dependenţei 
raportului dintre amplitudinea armonicii fundamentale a semnalului 
(nesinusoida ) de ieşire şi amplitudinea semnalului armonic de intrare 
în funcţie de amplitudinea semnalului de intrare). în cazul sistemelor 
algebrice ac+astă dependenţă nu depinde de frecvenţă. 
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Fig: 3. Caracteristici asociate: caracteristica 
amplificării statice (a), dinamice (b) şi incrementale 


(e), 


organizarea în formă convenabilă a relaţilor care exprimă legăturile 
între semnalele de interes, eliminând eventual variabilele inutile. 

Pentru fixarea ideilor şi pentru faptul că acesta reprezintă cazul 
cel mai întâlnit, în cele de urmează ne vom referi la elemente de 
circuit rezistive. 


2.1 Interconectarea elementelor de circuit rezistive 


Interconectarea a două elemente de circuit rezistive descrise de 
relaţii constitutive de forma: 


e sk .k k B 
P drd 2 ăi «e cu 0k iai a (2) se 
este caracterizată de restricții de interconectare de forma: 
.1 +2 PY o PN i . . 
ij=-ij, Şi/sau uipsuja i J,p.qel,an (3) 


Ecuațiile descriu interconecterea, conectarea unor terminale sau za 
perechi de terminale. De multe ori, pentru descrierea elementului z 
rezultat în urma interconectării, interesează relații care leagă un 
număr restrâns de variabile. Aceste relații pot fi în particular: A 

- legătură între curentul şi tensiunea la o poartă precizată a És 
elementului rezistiv rezultat în urma interconectării (caracteristică 
de intrarea) sau am 

- legături între curentul sau tensiunea la o poartă şi cw entul de P) 


scurtcircuit sau tensiunea în gol la altă poartă (caracteristici de 
transfer). 
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în cazul particular a două rezistoare uniport descrise de relaţii 


de forma: 
F,(î.,u,)=0: fa [izr ua) 0 (4) 


există numai două posibilităţi de interconectare a acestora: 

- conectarea în serie, caracterizată de relaţia de interconexiune 
i=i,=i„, tensiunea la bornele elementului rezultat fiind u=u,tu, şi 

- conectarea în paralel, caracterizată de relația de interconexiune 
u, =u, curentul la bornele elementului rezultat fiind isi +i.. 

Caracteristicile de intrare ale rezistoarelor rezultate în urma 
conectării în serie sau în paralel se obţin prin sumarea la curent 
constant respectiv la tensiune constantă a  caracteristicilor 
rezistoarelor interconectate aşa cun se sugerează în Fig.5. 





Fig.â. Caracteristici de intrare pentru rezistoare 
neliniare conectate în serie (a) respectiv în paralel 
(b). > 


în urma interconectării, se pot pune în evidenţă şi o serie de 
caracteristici de transfer u,(u) şi u„(u) în cazul interconectării 
serie şi i,(i) şi i(i) în cazul interconectării paralel unde u,, î,, 
ua, i, reprezintă tensiunile şi curenţii pentru rezistoarele 1 şi 2,iar 
u şi i reprezintă tensiunea de intrare respectiv curentul de intrare 
în grupare serie respectiv paralel. Determinarea caracteristicilor de 
transfer se poate face analitic sau grafic prin eliminarea variabilelor 
intermediare. 


2.2 Exemplu: amplificator cu un tranzistor 

în cele ce urmează dorim să arătăm că, în principiu, fenomenul ce 
amplificare prezentat de circuitul elementar cu un tranzistor din 
Fig.6.a poata fi explicat prin interconectarea a două rezistoare 
neliniare, caracteristicile unuia dintre acestea fiind dependente de 
o tensiune de comandă. 
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Circuitul din Fig.6.a priv ca o conexiune paralel între 
circuitele din (b) şi (c). Acest lucru este reprezentat în (d) în care 
se sugerează că, deşi nu se injectează curent în nodul "cald" comun, 
tensiunea poate fi nenulă dato faptului că unul dintre elementele 
rezistive are o caracteristică ce nu trece prin origine. Caracteristica 
tranzistorului văzută între colector şi emitor depinde de E,, presupus 
variabil şi R,; din acest motiv, în (e) s-au reprezentat i multe 
caracteristici (de tip intrare) pentru diferite valori ale curentului 
de bază (care se va determina prin studiul circuitului din (b), pentru 
moment, în ipoteza independenţei caracteristicii corespunzătoare 
) 
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joncțiunii bază-emitor de curentul de colector). 
Caracteristica circuitului din (c) este reprezentată în (f) şi 
rezultă din compunerea caracterist mzătoare rezistorului 





R_ şi sursei constante E.. Din compunerea familiei de caracteristici 
(e) cu caracteristica (f) se obține 
reprezentată în (g), dependent 
bază. 
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ori ale curentului de 
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Explicarea amplificării pe baza oi ore ata unor 
toare neliniare. 
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= i 
ALGEBRICE Punctele de intersecție ale familiei de caracteristici cu aga i=0 
4 dau, pentru fiecare i, (şi implicit E,), valorile tensiunilor de MEI > ÎN 
1 între colector corespunzătoare. Abscisele acestor puncte se pot obține foarte MER 
în care simplu, folosind construcţia geometrică sugerată în (e) utilizînd DE 
comun, "dreapta de sarcină". Prin urmare, construcția dreptei de sarcină este 
mentele o modalitate grafică simplă de determinare a intersecțiilor cu axa i=0 NE 
ristica a caracteristicilor corespunzătoare conexiunii a două rezistoare IER 
resupus neliniare în paralel, în condițiile în care curentul injectat sau pri 
i multe extras din nodul "cald" este nul. F 
entului Determinarea dependenţei i,„(£,) se va face în ipoteza independenţei PE 
pentru acestei caracteristici de curentul de colector, aşa cum se arată în legă 
zatoare (h). care reprezintă caracteristica "văzută" de sursa E, din (b) adică | 
o caracteristică obţinută prin sumarea la curent constant a A> Hi 
(£) şi caracteristicii joncţiunii bază-emitor cu caracteristica (liniară) a | E 
orului rezistenţei R,. Si în acest caz se poate uza de conceptul de dreaptă LR 
istici de sarcină referitor la determinarea perechilor ipı:Epı ivarEpa:e: C 
istici Caracteristicile de transfer u(E,) respectiv u(i,) sunt reprezentate = 
ului de în Fig.6 (i) gi (j). 
Pentru obţinerea unor amplificări mai mari se utilizează aşa- i = 
numitele sarcini active. în Fig.7 se poate urmări faptul că, şi în 
acest caz, funcţionarea poate fi explicată prin interconectări serie- fă 
paralel de elemente rezistive neliniare. Aici se poate vorbi de o FA 
"caracteristică de sarcină" (nu mai este "dreaptă") a cărei construcție a 


este identică, în principiu, cu cea prezentată anterior. 

în condițiile acceptării unor erori mai mari, problema determinării 
caracteristicilor şi a punctelor de funcţionare se rezolvă mult mai 
uşor aşa cum se arată în Fig.8. 


2.3 Punct de funcţionare 


în cele de mai sus a fost utilizată noţiunea de punct de | p 
funcționare. Dorim să facem cîteva precizări în legătură cu această j 
noțiune. | 

Caracteristicile care descriu un sistem sau circuit algebric | 
permit, în principiu, determinarea răspunsului la orice excitație 
posibilă aflată în domeniul operatorilor (neliniari) care definesc 
caracteristicile (să existe compatibilitatea semnal-sistem). Se poate 
foarte uşor imagina şi o construcţie grafică pentru cazul 
unidimensional. în multe situaţii este necesară determinarea | 
răspunsului la o excitație constantă. Valorile (constante) ale 
'b semnalelor de interes din sistem împreună cu valoarile excitaţiilor 
(constante) constituie ceea ce se numeşte "punct de funcţionare" 

Determinarea punctului de funcţionare este prima etapă a analizei 
de semnal mic care corespunde unor excitaţii variabile de amplitudine 








unor 
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Fig.6. Sarcina activă 


i (sumate) peste componente constante. Pentru 
punctul de funcţionare corespunzător componentei constante se determină 
parametrii de semnal mic (prin aproximări Taylor de ordinul întîi) pe 
baza cărora calculează răspunsul la componentele variabile ale 
excitaţiei Ji se adună rezultatele. Acesta este singurul caz în 
care, pentru sistem neliniar se poate totuşi aplica suprapunerea 
efectelor, Caracteristicile care descriu sistemul algebric reprezintă, 
în fond, colecţia tuturor punctelor de funcţionare. 

în cazul în care sistemul (circuitul) algebric reprezintă o parte 
a unui sistem dinamic, descris de ecuaţii diferenţiale (cazul 
analogic), răspunsul sistemului dinamic respectiv la excitaţii 
constante este reprezentat tot de punctul de funcţionare (atunci cînd 
acesta te stabil) determinat din partea algebrică a sistemului. Mai 
precis, punctul de funcţionare reprezintă soluţia particulară constantă 
a ecuaţiilor diferenţiale care descriu sistemul (analogic) respectiv 
(dacă o astfel de soluţie există; altfel, poate exista o soluţie 
care să "se rotească" în jurul acelui punct de funcţionare 
îndepărteze de el). în general pot exista mai multe puncte 
de funcţonare, sistemul alegîndu-l pe unul sau pe altul în funcţie de 
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excitație şi de starea din care a plecat. în cazul în care nu se ţine 
seama de caracterul dinamic al sistemului, luîndu-se în considerare 
: numai caracterul algebric, funcționarea pe una sau alta din ramuri 
necesită luarea în considerare a unei stări pe care o vom numi memorie 
7 algebrică sau memorie rezistivă. 
ip IMA] 
Sa 04 812 M 
"cæ 
05 
ntru 
mină 
L) pe 
ale 
z în 
erea 
ntă, 
Eo E 
arte a. b. G 
azul Și A E 
aţii Fig.8. Aproximari consacrate privind dreptele de sarcină 
cînd şi punctele de funcţionare. 
Mai 
antă 
ctiv Li A Li L] Li 
uţie 2.4 Relaţia între caracterul algebric şi memorie 
pare Datorită caracterului algebric al descrierilor sistemelor 
tin (elementelor, circuitelor) de care vorbim, valoarea răspunsului 


acestora la un moment dat t (la excitaţii precizate) ar trebui să 
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depindă exclusiv de valoarea la acel moment al excitaţiilor. Astfel, 
în descrierea sistemelor şi circuitelor algebrice nu ar trebui să 
intervină ecuații de stare. Această afirmație este adevărată, în 
particular, în situațiile când relațiile care leagă mărimile implicate 
în descrierea sistemului sunt operatori inversabili (oricărei valori 
a semnalului de intrare îi corespunde o valoare (unică) a semnalului 
de ieşire gi reciproc). în caz contrar, caracteristicile intrare-ieşire 
pot fi multiforme. 

în astfel de situaţii este necesară introducerea stării pentru a 
stabili în mod unic răspunsul la o excitație dată. Cu alte cuvinte, 
determinarea "punctului de funcţionare" la un moment dat nu se poate 
face decît dacă se cunoaşte pe care ramură se află acesta, lucru care 
depinde de modul în care au evoluat semnalele pînă în momentul 
respectiv. Este adevărat că în astfel de cazuri spațiul stãrilor este 
restrîns: el are un număr de elemente egal cu numărul de ramuri care 
se suprapun. 

Un exemplu tipic de caracteristică de intrare multiformă este 
caracteristica curent-tensiune a unei diode tunel care, fiind 
controlată numai în tensiune, poate conduce, atunci cînd mărimea de 
intrare este curentul, la mai multe valori ale tensiunii reprezentând 
răspunsul. 

Prin conectarea în anumite moduri a unor dispozitive 
semiconductoare se pot obţine şi caracteristici de transfer multiforme 
aşa cum este cazul caracteristicilor de tip trigger sau releu. In 
astfel de situaţii, la aceeaşi excitație constantă pot exista mai multe 
puncte de funcţionare. 

Experimental se constată că, la creşterea sau scăderea exzcitaţiei, 
în momentul în care se ajunge într-un punct critic are loc un salt pe 
ramura care poate furniza o soluţie admisibilă la excitaţia în cauză. 
Acest fenomen este utilizat, de exemplu, în circuitele digitale pentru 
a crea 0 insensibilitate la zgomot. 

în Fig.9 sunt prezentate caracteristicile a două inversoare logice, 
al doilea avînd o caracteristică multiformă (histerezis independent de 
frecvenţă). Pe o astfel de caracteristică, la creşterea intrării, 
ieşirea scade la început lent şi apoi brusc. în continuare, la o 
scădere accidentală de valoare relativ redusă, ieşirea se menţine pe 
ramura joasă pînă cînd intrarea ajunge la un nivel suficient de coborât 
pentru a avea loc saltul pe ramura superioară. 


bej 
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Fig.9. Caracteristici de inversoare logice fără (a) şi cu 
insensibilitate la zgomot (b). 








Fig.10. Circuit algebric NOR (SAU-NU). 
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Fig.11.Circuite logice AND şi NAND 


2.5 Caracteristici ale unor sisteme algebrice cu mai multe 

[i Yv i: : [i [] [i 

intrari şi/sau ieşiri 

în cazul mai multor intrări, caracteristicile pot fi imaginate ca 
"reliefuri" în spaţii cu mai multe dimensiuni (în general diferite 
pentru fiecare ieşire). Precizarea valorilor a (n-1) intrări este 
echivalentă cu  secţionarea reliefurilor respective după (n-1) 
(hiper)plane, secţinea rămasă fiind o caracteristică cu o intrare şi 
o iegire. în Fig.10 este reprezentat un circuit rezistiv foarte simplu 
(simbolurile tranzistoarelor sunt interpretate în sensul comportării 
pur rezistive) cu două intrări şi o ieşire posibil de utilizat ca 
poartă NOR (SAU-NU) aşa cum se sugerează în Fig.10 b, c gi d unde s-au 
reprezentat respectiv "relieful" corespunzător caracteristicii, o 
interpretare discretă a acestui relief (în ipoteza semnalelor cu doar 
două nivele: "sus" şi "jos"), simbolul logic şi tabelul "de adevăr" al 
circuitului logic. Prin acest exemplu încercăm să facem o serie de 
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legături între concepte relativ diferite, pe baza ideii exprimate de 
mai multe ori pînă acum că modelul unei realităţi depinde de scopul 
analizei şi de ipotezele de lucru. 

Mai sugerăm prin câteva exemple aceste idei. Astfel, în Fig.11 sunt 
reprezentate simbolurile, tabelele de adevăr, caracteristicile 
algebrice analogice şi cele discrete pentru alte două circuite logice 
uzuale. 


81 9) 
n= y=minţe,.e2) o D y =max{s4,82) 
a 











Fig.12.Circuite algebrice care realizează funcţiile 
Mint d SĂ MARI 1.) 


în  Fig.12 sunt reprezentate simbolurile, "reliefurile" şi 
secţiunile prin acestea (pentru o intrare constantă) corespunzătoare 
sistemelor algebrice care realizează funcţiile min(.,.) şi max(.,.). 
Aceste funcţii precum şi cele logice de mai sus admit generalizări la 
mai multe intrări, caz în care nu se mai poate face o reprezentare 
geometrică intuitivă datorită creşterii numărului de dimensiuni. 

Iu Fig.13 se prezintă principiul convertorului A/D care se 
încadrează, ca ş: convertorul D/A, în categoria sistemelor algebrice: 
convertorul A/D zre o intrare şi mai multe ieşiri, iar convertorul D/A 
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are mai multe intrări şi o singură ieşire”. 
yit) "a 


— 








Fig.13. Principiul convertorului A/D. 


în sfîrşit, în Fig.14 sunt reprezentate grafurile corespunzătoare 
convertoarelor A/D şi D/A în care se remarcă operatorii neliniari de 
luare a părţii întregi. 

în legătură cu conversia analog-numerică dorim să subliniem faptul 
că tratările digitale pot avea loc prin conversia unor semnale 
temporale în semnale temporal-spaţiale (prelucrarea paralel) avînd 
domeniul de valori mai restrâns. 


3. SOLUȚII NUMERICE 


Discutăm, în principiu, câteva chestiuni legate de modalităţile 
numerice de determinare a caracteristicilor algebrice şi a punctelor 
de funcţionare. Utilizarea metodelor numerice este, de cele mai multe 
ori, obligatorie datorită imposibilității determinării unor soluţii 
analitice. 

Aşa cum am mai arătat, obţinerea unor caracteristici intrare-ieşire 
este echivalentă cu determinarea unui mare număr de puncte de 


3 în realitate circuitele sunt mai complicate, au şi alte intrări 
şi ieşiri (între altele intrarea de "clock" care este reprezentată şi 
în figura noastră). 
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Fig.14.Reprezentarea prin grafuri a convertoarelor A/D şi 
D/A 


funcţionare suficient de apropiate şi, evident, plasate în domeniul de 
interes. 

Subliniem faptul că metodele numerice utilizate pentru determinare: 
punctelor de funcţionare şi deci şi a caracteristicilor sunt în fonc 
descrieri ale unor sisteme discrete neliniare şi cu memorie, ataşat: 
sistemelor analogice analizate. 

Metodele numerice sunt ecuaţii de recurenţă (ecuaţii cu diferenţe 
finite) ale căror soluţii converg la soluţiile corespunzătoare 
punctului de funcţionare. Mai mult, ecuaţiile cu diferenţe de acelaşi 
tip sunt utilizate şi la soluţionarea ecuaţilor diferenţiale care 
descriu dinamica unui sistem analogic cu memorie (dinamică şi 
algebrică) care conţine şi o parte algebrică. 

Revenind la soluţionarea problemei punctului de funcţionare, 
utilizarea metodelor numerice este echivalentă cu înlocuirea unui 
sistem algebric analogic (fără memorie dinamică) cu un sistem discret 
cu memorie, deci care va furniza o soluţie după mai mulţi paşi adică 
după mai multe iterații. Esenţa problemei în cadrul fiecărei iterații 
este algebrică şi constă în soluţionarea unui sistem de ecuaţii 
algebrice. 
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3,1 Conceptul de "punct fix” 
Pentru determinarea unui punct de funcţionare trebuie rezolvate 
ecuaţii de forma: 
F(y, E) =0 (5) 


unde E reprezintă valoarea constantă a excitaţiei. 
în marea majoritate a cazurilor ecuaţia (5) nu permite explicitarea 
răspunsului y. Ecuația (5) poate fi scrisă şi în următoarele forme: 


F(y, E) +y-y=0 y=y-F(y,E) y=G(y) (6) 


în cazul în care aplicaţia G(y) este o contracție (adică în cazul 
în care |G(x)-G(y)|<alz-y| pentru a€(0,1), ecuaţia: 
y=G(y) (7) 


are drept soluție, soluția ecuației cu diferențe: 
yln+1]=6(y[n]) y[0] =y, (8) 


unde Y, reprezintă o valoare arbitrară. 
Deoarece G este contracție avem asigurată convergența şirului : 


Aa în [0]), 
y[21=G(y[1])=6 y[0))), (9) 
yin]=G(G(...G(y[0] 

către soluția ecuației algebrice (5). 

Viteza de convergență, adică numărul de pagi după care valorile 
obținute din calcul nu se mai schimbă, depinde atît de forma aplicației 
G şi deci a aplicaţiei F şi a valorii E cât şi de "inspirația" cu care 
alegem valoarea inițială Yo cît mai aproape de soluţia exactă 
(cunoscând eventual domeniul în care se va afla y). 

Viteza de convergenţă poate fi îmbunătăţită alegînd în mod 
conyenabil o altă aplicație K(y) şi căutând soluția ecuației 


K(y)G(y)=0 (10) 


în cazul în care y este soluţie a ecuaţiei (7), atunci el este şi 
soluţie a ecuației (10). Reciproc, presupunând că aplicaţia K(y)G(y) 
are un punct fiz, y, în ipoteza R(y)+0, y va fi punct fix şi pentru 

aplicația G(y). O variantă de alegere a aplicaţiei K(y) este: 
K(y)=[G'(y)]> (11) 
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Fig.15. a. Circuit neliniar; b. Graful de incidenţă; č. 
Principiul analizei prin metoda directă; d. Principiul 
analizei prin metoda Newton-Raphson 


care conduce la formula de recurenţă Newton-Raphson: 


yln+1] =y[n) -(6'(y [la] ) *6(ylan] ) (12) 


i: OeseRvaȚII (1) în formulele de mai'sus, y, E, F(y), G(y), K(y) 
trebuie priviţi ca vectori, respectiv funcţii vectoriale (au mai 
multe dimensiuni). 

(2) Determinarea punctului (punctelor) de funcţionare, în cazul 
simplu al amplificatorului cu un tranzistor cu emitorul la masă, 
implică un proces de iteraţie datorat interdependenţei dintre 
caracteristici aşa cum se sugerează în Fiy.15. în aceeaşi figură 
se sugerează posibilitatea liniarizării în jurul punctelor de 
funcţionare determinate. 


N Exeueru? Aplicarea metodei Newton-Raphson: 
Dorim să analizăm circuitul din Fig.15.a. compus dintr-o sursă de 
tensiune, două elemente rezistive linare şi un element rezistiv 
neliniar şi să-i determinăm caracterisitica de transfer v,(E). 
Graful circuitului are 3 noduri (n=3) şi 4 ramuri (b=4). Se pot 





* Exempl ıl şi rezultatele numerice au fost preluate din L.O.Chua, 
Int ruluctiun to Nonlinear Network Theory, McGraw-Hill, Inc.,1969. 




























SEMMALE, CIRCUITE SI SISTEME 10-20 SISTEME SI CIRCUITE ALGEBRICE 


scrie 2 ecuaţii independente de tensiuni şi două ecuaţii 
independente de curenţi. Adoptând arborele reprezentat de ramurile 
2 şi 3 putem scrie trei tipuri de ecuaţii: 


1. Ecuațiile care exprimă tensiunile pe coarde în funcţie de 
tensiunile pe ramuri: 


s (13) 
2. Ecuațiile care exprimă curenții prin ramuri în funcţie de 
curenţii prin coarde”: 

lisri 


Daa (14) 
1371-1; 


3. Ecuațiile constitutive: 


v, =R, 1. 
"rhi as) 


š E (R+Rì) :1/3 
ÎS 507 6 
E R x (25) 





care conţine o singură variabilă. în continuare sunt prezentate 
soluţiile acestei ecuaţii prin metoda directă şi prin metoda Newton- 
Raphson pentru valorile numerice R1=R2=50K0, E=200v (curentul fiind 
exprimat în mA). 

în acest caz ecuaţia (16) devine: 

is-is” 

i, jucînd rolul lui y din relația (7). Pentru două valori inițiale 
diferite, rezultatele obținute prin metoda directă sunt prez t 
următorul tabel: 


> Tensiunile pe ramuri sunt liniar independente ş: permit 
exprimarea în funcţie de ele, sub formă de combinații liniare, a 
tensiunilor pe coarde. Dual, curenții prin coarde sun? liniar 
independenți şi permit exprimarea curenților prin ramuri, îi funcţie 
de aceştia, tot sub formă de combinații liniare. 








5) 


SERNALE, CIRCUITE SI SISTERE 


& 
„0000 
„3089 
„3519 
„5016 
„4109 
„3182 
„8071 
„5639 
„6785 
„6231 
„6496 
„6369 
„6430 
„6400 
„6414 
„6408 
„6411 
„6409 
„6410 
„6410 


en 
o 


| 
RRIRRIRRIRIRIRIRIRIRIR RR RN OU O 


F(i,) 

„3089 
„3519 
„5016 
„4108 
„3182 
„8071 
„5639 
„6785 
„6231 
„6496 
„6369 
„6430 
„6400 
„6414 
„6408 
„6411 
„6409 
„6410 
„6410 
„6410 


RPRRIRIRRIRIRIRIRRRIRRRRR=NOU O 


„0000 
„0000 
„0000 
„9938 
„8268 
„1228 
„4296 
„7470 
„5913 
„6651 
„6295 
„6465 
„6383 
„6422 
„6404 
„6413 
„6408 
„6410 
„6409 
„6410 


RR RRIDOVUWvooo 


H om e eeheehe 


SISTEME ȘI 


F(ia) 


o œ 


t 


Hh RN O 


-e e a a a 





CIRCUITE ALGEBRICE 


. 0000 
. 0000 
„9938 
„8268 
„1228 
„4296 
„7470 
„5913 
„6651 
„6295 
„6465 


. 6383 


„6422 
„6404 
„6413 
„6408 
„6410 
„6409 
„6410 


„6410 


Observăm că, indiferent de valorile iniţiale, rezultatele converg 
la aceeaşi valoare numerică. 
Dacă se utilizează metoda Newton-Raphson, având în vedere că 


formula de recurenţă devine: 


t [n+1] =i, [na] | 


N 


i 2i (8-4 


1+2/3i4 [a] vară 


şi rezultatele iteraţiilor sunt prezentate în tabelul: 


la 
10.0000 
„9858 
„5977 
„6409 
„6410 
„6410 


m Rim mo 


[G'( 


ia) 
0) 
Ta 
1 
1 
1 
1 


]-*G(î) i 
„9858 58 

5977 II. 
„6409 0. 
„6410 1, 
„6410 f: 
.6410 1 


E] 
„0000 


2000 
8973 
5810 
6407 


„6410 


(18) 


(19) 


Se observă o convergenţă mai rapidă prin metoda Newton-Raphson. În 
Fig.15.c şi d sunt reprezentate principiile analizei 


rin cele două 
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metode. 


3. OBSERVAŢIE în cazul analizat mai sus, determinarea inversei 
derivatei s-a putut face analitic. în general, acest lucru nu este 
posibil, derivarea şi inversarea făcîndu-se tot numeric, la fiecare 
pas al algoritmului. Pentru problemele multidimensionale, tehnicile 
prezentate rămân formal valabile. 


4, REZUMAT 


Am făcut o serie de consideraţii privind sistemele descrise de 
ecuaţii algebrice pentru care se poate vorbi de caracteristici 
(suprafeţe sau hipersuprafeţe, în cazul mai multor intrări) în general 
neliniare care leagă semnalele de intrare de cele de ieşire. 
Caracteristicilor iniţiale li se pot ataşa alte caracteristici, 
obţinute prin diferite prelucrări (de exemplu, derivare). Pentru 
circuite, caracteristicile pot fi de intrare, atunci cînd leagă mărimi 
proprii unei singure porţi şi de transfer atunci cînd leagă mărimi de 
la porţi diferite. O problemă de interes o constituie obţinerea 
caracteristicilor sistemelor algebrice rezultate în urma 
interconexiunii a două sau mai multe subsisteme (elemente) algebrice 
de acelaşi tip. Se prezintă modalităţile de obţinere a acestor 
caracteristici în cazurile simple corespunzătoare rezistoarelor 
neliniare uniport sau diport conectate în serie sau în paralel. 

Exemplificăm obţinerea fenomenului de amplificare prin considerente 
de compuneri de caracteristici neliniare. Introducem noţiunile de 
dreaptă şi caracteristică de sarcină şi de punct de funcţionare. 

Discutăm conceptul de memorie algebrică sau rezistivă legat de 
existenţa caracteristicilor multiforme remarcând necesitatea luării în 
considerare a stării şi în cazul sistemelor algebrice. Exemplificăm de 
asemenea caracteristicile unor circuite logice elementare. Facem câteva 
consideraţii privind metodele numerice utilizate în determinarea prin 
iterații a punctelor de funcţionare precum şi a caracteristicilor 
intrare-ieşire. 

Subliniem faptul că determinarea prin metode numerice a urui punct 
de funcţionare este echivalentă cu soluţionarea unei ecuaţii (sau 
sistem de ecuaţii) neliniare cu diferenţe. Convergenţa soluţiei unei 
astfel de ecuaţii la valoarea corespunzătoare punctului de funcţionare 
este legată de conceptele de punct fix şi contracție. Prezentăm, pe 
scurt, principiul metodei Newton-Raphson şi metoda itrraţiilor 
succesive. 
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CÂTEVA METODE DE DESCRIERE A 
CIRCUITELOR ANALOGICE LINIARE 


MATRICEA ADMITANȚĂ DE SCURTCIRCUIT 1 
Admitanța şi impedanţa simbolică . 1 
Matricea admitanță de scurtcircuit 3 
Conectarea în paralel a doi m-poli 4 
Matricea admitanţă nedefinită ; S 
Legătura dintre matricea admitantă de ‘scurtcircuit gi 

descrierile multiporților . . .. 12 

METODA NATHAN DE ANALIZA A CIRCUITELOR "cu “AMPLIFICATOARE 
OPERAȚIONALE ADERE: o ec: see se e m ee mă Eu 12 

GRAFURI DE SEMNAL abia i meat? Xe aaa S ELS A mă 16 
Ragila IUL MABOR y e e en mc e id ei d 20 

RRIUNAE e pct Ea Sa 9 ha o 0 E a pa 21 


Exemplificăm câteva modalităţi de obţinere a unor modele derivate 
pentru circuite liniare analogice conatând din eliminarea informațiilor 
inutile şi reprezentarea modelului într-o formă adecvată pentru 
determinarea unor perechi intrara-iegire de interes. Este esenţial 
faptul că circuitele (modelele) de care urmează să ne ocupăm sunt cu 
parametri concentrați, liniare şi invariante în timp, prin urmare sunt 
descrise de ecuaţii diferenţiale ordinare, liniare, cu coeficienţi 
constanti (remarcaţi corespondențela) . 


1. MATRICEA ADMITANȚĂ DE SCURTCIRCUIT 
1.1 Admitanța şi impedanța simbolică 


Considerăm un circuit uniport cu parametrii concentrați, liniar şi 
invariant în timp (obţinut eventual prin interconectarea altor circuite 
sau elemente). 

Forma generală de descriere a unui astfel de uniport este o ecuaţie 
diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi care leagă tensiunea şi 
curentul: 


di (€) a Îi) sa ilt) 
a gea ON grai j (1) 
=f Y 
bdul) pp dul). pute) 
dt? der + 
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sia 
primelc 
1. OBSERVAŢII (1) în cazul elementelor multipol, descrierea se va = poa 
face printr-un sistem de ecuaţii diferenţiale. răspuns 
(2) în particular, toate elementele de circuit liniare =: in 


prezentate anterior  (rezistive, capacitive, inductive) sunt 

descrise de o astfel de relaţie prin  particularizarea +19 

coeficienţilor a, şi b.. a 
(3) în această reprezentare nu se precizează care este intrarea Co 

şi care ieşirea: dacă uniportul este excitat în curent (alimentat => ext 

de la o sursă de curent) răspunsul este tensiunea, iar dacă este var 

alimentat de la o sursă de tensiune, răspunsul este curentul. > 


în continuare vom conveni să notăm operatorul de derivare cu litera 
D. Astfel, elementul discutat anterior se va putea reprezenta simbolic 





în forma: 
aP ilt) ta aD i(t) ran taile) (2) 
D Dauit) tby Daralt) +... Datt) 
sau încă; 
(aD taa DTE i ata l 1(t)> (3) 
[5,D2+b,De+...blu(t) 
Constatăm că relaţia simbolică (3) este de forma: 
[P(D)]i(t)=(9(D)lu(c) (4) 


Prin urmare, cunoaşterea ecuației diferenţiale care descrie 
elementul de circuit este posibilă prin cunoaşterea a două polinoame 
P(D) şi Q(D) care se manevrează algebric şi în care variabila D are 
semnificaţia D=d/dt. 

Dacă polinoamele P(D) şi Q(D) nu au rădăcini comune, putem face 
raportul lor şi astfel fracţia: 


= 
= Q(D) Žifere 
Y(D) PID) (5) 





constituie o alternativă pentru cunoaşterea ecuaţiei diferențiale, 
ecuaţie ce se mai poate scrie, 


i(t)=Y(D)u(t) (6) aere 





Convenim să denumim fracțiile raţionale Y(D)=0(D)/P(D) şi -agat 
2(D)=1/Y(D)=P(D)/Q(D) admitanța respectiv impedanța simbolică a 
uniportului considerat. Este evident că un uniport este descris complet 
de impedanţa sau de admitanţa sa simbolică. Astfel, dacă se cuncaşte 
u(t) se poate determina i(t) (cunoscând în plus starea circuitului 








A CIRCUIȚELS 
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concretizată eventual în valori la momentul t=0 ale tensiunii şi 
primelor n-1 derivate ale acesteia"). La fel, dacă se cunoaşte i(t), 
se poate determina u(t). (Nu se face disticţie între excitație şi 
răspuns: odată adoptată o mărime drept excitație, cealaltă este răspuns 
şi invers.) 


1.2 Matricea adnitanță de scurtcircuit 


Considerăm, în continuare, că circuitul nostru are m borne de acces 
cu exteriorul deci este un m-pol cu constante concentrate, liniar şi 
invariant în timp. Din aceste motive, descrierea m-polului se va faca, 
ie data aceasta, printr-un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare cu 
coeficienţi constanţi în care se vor afla m-1 curenţi de intrare gi m-1 
tensiuni raportate la unul dintre terminale, considerat de referință. 
vor fi necesare m-1 ecuații astfel încât, cunoscând,de exmplu, curenții 
de terminal, să putem determina tensiunile sau invers. 

Spre deosebire de cazul uniporților la care ori u(t) era excitație 
şi atunci i(t) nu putea fi decât răspuns ori invers, în cazul 
aultiporţilor există mai multe posibilităţi de adoptare a excitaţiilor 
şi a răspunsurilor. Dacă, prin analogie cu uniporţii, considerăm fie 
toţi curenţii drept excitaţii şi toate tensiunile drept răspunsuri, fie 
invers, legătura dintre vectorul curenților şi cel al tensiunilor se 
poate exprima, folosind aceleaşi convenţii de notare, astfel2: 





e aa RD) Pal) im Sasa) T 

ZANE u, (t 

| i (e) Yz, (D) voo on Waal) a (e) 
= Š . . . . i (7) 

Dat Un- (t) 





Vai (D) Yn-1,2 (D) PIA, Yoz ga P 
Avem astfel un mod simbolic de a reprezenta un sistem de m-1 ecuații 
diferențiale. 


1 în fond starea este reprezentată de cele n constante necesare 
soluționării ecuaţiei diferenţiale. Acestea pot fi valorile la momentul 
iniţial ale mărimii de ieşire şi ale primelor (n-1) derivate ale 
acestei mărimi. 


2 în cazul în care tensiunile sunt excitaţii, expresiile 
curenților se deduc imediat din (7). Dacă însă excitaţiile sunt 
curenţii, tensiunile se deduc în urma soluționării sistemului (7) în 
funcţie de curenţi. 


Ar 
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două pu 
a SR QesenvazrE în cazul utilizării transformării Laplace, relaţiile multipo. 
de mai sus se regăsesc într-o formă asemănătoare: sărac" < 
circuit 
Y, (8) Yata) sor Yela) acest fi 
( U. ( va avea 
a || zaa Sali) une Memel cpu | ia 
= . . . . å (8) Con 
. matrice 
zile) | ate) se 
Ya (8) Ya-1,2 (9) “io-s Ya m-a 48) Con 
conecta 
Se constată următoarele modificări: simbolul D este înlocuit cu sume al 
variabila complexă s, iar curenţii şi tensiunile dependente de dintre 
variabila temporală sunt înlocuiţi cu transformatele lor Laplace, Deducem 
adică funcţii de aceeaşi variabilă complexă s. suma ma 
în continuare vom utiliza notaţiile simbolice corespunzătoare 
semnificației D=d/dt. Cele corespunzătoare calculului operaţional bazat sau 
pe transformata Laplace rezultă imediat. 

Vom numi matricea [Y(D)], matrice admitanță de scurtcircuit 
simbolică iar matricea [Y(s)], matrice admitanţă de scurtcircuit Ger 
operaţională. g de Sar 

Ţinând seama de asemănarea matricelor în cauză, ele pot fi sts A 
utilizate alternativ, gi denumite pe scurt matrice admitanță de 
scurtcircuit, semnificaţia exactă rezultând din context atunci când 
aceasta va fi esenţală. Denumirea de matrice de scurtcircuit se reřeră 
la faptul că elementele acestei matrice sunt admitanțele simbolice sau 
operaţionale corespunzătoare situaţiei când toate porţile cu excepţia în 
uneia singure sunt scurtcircuitate. de cir 

Cunoaşterea matricei admitanţă de scurtcircuit permite determinarea suplime 
tensiunilor la bornele circuitului prin soluţionarea sistemului de conside 
ecuaţii diferenţiale în care se cunosc curenţii injectaţi în noduri. şi 
starea circuitului. 

Soluţionarea utilizând metoda operaţională se bazează pe | 4 Ma 
transformarea sistemului de ecuaţii diferențiale în sistem de ecuaţii i Š 
algebrice. Sà 

admitar 

de refe 

a i : o altă 

1.3 Conectarea în paralel a doi a-poli uită 

Studiem în continuare matricea admitanţă de scurtcircuit a mui de ref 
circuit obţinut prin conectarea în paralel a doi multipoli liniari cu reorgar 


constante concentrate, invarianți în timp gi conecşi (ntre orivtare 








, 
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două puncte există cel puţin un element de circuit). Dacă cei doi 
aţiile multipoli nu au acelaşi număr de terminale, vom completa circuitul "mai 

sărac" cu un număr de terminale suplimentare care nu sunt conectate la 

circuit dar care permit utilizarea unui formalism matriceal comod (în 

acest fel, matricea admitanţă de scurtcircuit a circuitului completat 

va avea aceleaşi dimensiuni cu matricea celuilalt circuit, un număr de 

linii şi de coloane având numai elemente nule). 

(8) Considerăm deci că cele două circuite sunt descrise de câte o 
matrice admitanţă de scurtcircuit în raport cu o bornă comună în 
condiţiile în care celelalte borne au fost numerotate astfel încât 
bornele care se leagă împreună să aibă acelaşi număr. 

Concluziile pe care le vom trage se bazează pe observaţia că, prin 
conectarea în paralel, curenţii de intrare în circuitul nou format sunt 


uit cu sume ale curenților corespunzători care intră în terminalele fiecăruia 
te de dintre circuite în timp ce tensiunile la terminale sunt aceleaşi. 
place, Deducem imediat că matricea de scurtcircuit a circuitului rezultat este 
suma matricelor de scurtcircuit ale celor două circuite: 
[Y(D)]=(Y(2).+[(Y(D)]a (9) 
toare 
bazat sau 
(Y(3)1=([Y(3)],+lY(3)1a (10) 
rcuit 
rcuit 


Generalizând, prin conectarea a N multipoli în paralel, matricea 
de scurtcircuit (scriem o singură variantă) a multipolului rezultant 


t j 

ă a este suma matricelor de scurtcircuit ale circuitelor componente: 
“eta N 

ceia [XD] Fe ri, (11) 
eleră =i 

e sau 
epția în particular, circuitele care se leagă în paralel pot fi elemente 

de circuit uniport: aceste se completează formal cu terminale 

paroa suplimentare în numărul necesar şi astfel, orice circuit se poate 
Ii de considera ca rezultând din conectarea în paralel a mai multor multipoli, 
ri şi 
| e [] [] v ' 1V 
E 1.4 Matricea admitanțá nedefinită 


Să presupunem că, dispunând de o descriere printr-o matrice 
admitanţă de scurtcircuit a unui multipol în raport cu o anumită bornă 
de referință, dorim să obţinem o descriere de acelaşi tip în raport cu 
o altă bornă de referinţă. Desigur că, fiind vorba în fond de o 

l schimbare de variabilă, putem proceda în mod direct: fixăm noua bornă 
mui de referință, exprimăm tensiunile vechi în funcţie de cele noi şi 
t: CU reorganizăm sistemul în forma standard. Metoda pe care o vom prezenta. 


3 i = 
RALE, CIRCUITE Si SISTERE 1 1-6 CATEVA METODE DE DESCRIERE A CIRCUITE EMALE 


bazează, în fond, pe procedeul de mai sus dar este mult mai uşor de 
licat. el 

Pentru început atribuim circuitului încă o bornä, neconectată, pe 
ce o luăm ca nouă referință pentru tensiuni. în acest caz trebuie să ne 



















mpletăm sistemul de ecuaţii cu o nouă ecuaţie care să conţină 23 
rentul în borna care anterior era bornă de referinţă (păstrând si 
1venţia ca sensul pozitiv să fie dinspre exterior spre interior) şi d 
luăm în considerare faptul că avem m tensiuni în loc de m-1 câte re 
au anterior. Matricea care leagă cei m curenţi de terminal de cele li 
tensiuni raportate la borna exterioară se va numi matrice admitantă s 
iefinită (se sugerează faptul că potenţialul bornei de referinţă nu 2 D3 
a precizat, aceasta nefiind legată electric la circuit). în fond, Ri 
Xicea  admitanţă nedefinită este o matrice de scurtcircuit 
îticulară. Proprietățile sale rezultă din următoarele două ci 
servaţii. ad 
Oas SERVAT 1) Suma curenților care intră în cele m borne este 
nulă apa pl încât curentul care intră în oricare bornă este egal e 
cu suma cu semn schimbat a curenților care intră în celelalte m-1 ec 
borne, oricare ar fi tensiunile la borne. Prin urmare relația: za 
m m m = 
S ilt) (E Yy (D) ) u(t) =0 (12) sta: 
eio Ji fa RE 
trebuie să fie identitate în raport cu tensiunile. Concluzie: E 
matricea admitanţă nedefinită are suma elementelor de pe coloane E 
nem că am conectat o sursă de tensiune între borna P 
unul dintre terminale, celelelte terminale fiind 
ste eyideñt că, pe de o parte, toți curenții de 
„ Neavând pe unde se închide (borna de referinţă 
nu este dectric la circuit) iar pe de altă parte, 
tensiunile toate terminalele vor fi egale cu tensiunea sursei Per 
datorită caracterului conex al circuitului (nu există terminale 
complet izolate unele de altele iar prin circuit nu circulă nici 
un curent pentru a apare căderi de tensiune). Se poate deci scrie: 
pii 
i,(t)= (3, Ya (D))ult)=0:; Vkel1,m] (13) 


> re: 


3 


unde u(t) este acelaşi pentru toate, terminalele. Prin urmare, 

matricea admitanţă nedefinită are şi sumele elementelor de pe linii 
nule. Constatăn că, dispunând de matricea de scurtcircuit în raport 
cu o bornă oarecare, putem obţine matricea admitanţă nedefinită 
bordând matricea admitanţă de scurtcircuit cu o linie gi cu o 
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coloană având elementele egale cu suma cu semn schimbat a 
elementelor de pe liniile şi coloanele matricei de scurtcircuit. 
Este clar că, indiferent care ar fi fost borna de referință pentru 
matricea de scurtcircuit, matricea admitanță nedefinită la cara se 
ajunge este aceeaşi, căci circuitul cu borna suplimentară este unul 
singur. Rezultă că, raționând în sens invers, obţinem rezultatul 
dorit: matricea de scurtcircuit în raport cu o altă bornă de 
referință se obține eliminând din matricea admitantă nedefinită! 
linia şi coloana corespunzătoare bornei de referință adoptata. 


EXEMPLU Circuitul din Figi.a poate reprezenta modelul de semnal 
mic al unui amplificator în montaj emitor comun. 

Dorim să determinăm matricea admitanţă de scurtcircuit a acestui 
circuit în raport cu borna (3) şi apoi, utilizând matrice 
admitanţă nedefinită, să determinăm matricea admitanță 
scurtcircuit în raport cu borna (1). 

Chiar dacă acest mod de lucru poate fi considerat mai greoi 
decât cel bazat pe aplicarea regulilor cunoscute de scriere a 
ecuaţiilor utilizând metoda nodurilor independente, vom construi 
matricea admitanţă de scurtcircuit prin suprapunerea matricelor 
admitanţă de scurtcircuit a elementelor care compun circuitul. 
Matricele reprezintă legăturile dintre curenţii injectaţi în 
nodurile (1) şi (2) şi tensiunile acestor noduri în raport cu nodul 
(3), pentru fiecare element în parte. Pentru a scoate în evidenţă 
faptul. că legăturile respective sunt ecuaţii diferenţiale, voa 
utiliza notația simbolică D=d/at. Aceste matrice sunt: 

Peniru rezistenţa R; (considerată ca fiind legată între nodurile 
(1) şi (3), nodul (2) fiind izolat) 





G, 0 
pip Ia (14) 
10 
Pentru condensatorul c: 
CD 0 
vid? (15) 
1:10 9 


Pentru rezistenţa R,: 





! Matricea admitanţă nedefinită se obţine dintr-o matrice de 


scurtcircuit bordând-o cu o linie şi cu o coloană aşa cum s-a arătat. 
Singurul lucru de care trebuie avut grijă este ordinea de numerotare 
a terminalelor atunci când se elimină terminalul suplimentar. 
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Fig.l. a. Circuit liniar, model posibil de semnal mic al 
unui amplificator cu un tranzistor în montaj emitor comun; 
b. Acelaşi circuit cu sursa de «tensiune transfigurată în 
sursă de curent. 

















G, 0 
Hs (16) 
"i |o 0 
Pentru condensatorul C,; i 
[ 
cu, C.D CD] (17) 
31-0D G&D] 
Pentru condensatorul C,: 
0 0] 
= 18) 
IM h pui (18) 
3 j 
Pentru rezistența R;: - 
0 0 3 
= 19) : 
LY] g, 0 G ; 
Pentru sursa de curent comandată în tensiune: 
o 0] 
lsa (20) 
lg 0 È 


Sumând matricele admitanţă de scurtcircuit de mai sus se obține 
matricea admitanță de scurtcircuit a circuitului complet, 
corespunzătoare nodului de referință (3): 
C,D+C,D+G, +G, - C.D 


g-C,D C,D+C,D+G, 








Ținând seama de modul în care este excitat circuitul, constatăm 





CIRCUITELOR 


ic al 
omun; 


k 


tă. în 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


»bţine 
nplet, 


(21) 


statăm 
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că i,!t)=e(t)G, gi i (t)=0*. 
Prin urmare, ecuaţiile în formă simbolică care descriu circuitu 
asttel excitat sunt: 


P 


(4, (t) y CDt D+tG tG -CD fu, (t) (22 
E (t) g-C,D C,D+C,D+6, ua (t) 





Cu alte cuvinte, ecuaţiile diferenţiale satisfăcute ġe 
tensiunile la noduri, pentru e(t) dat sunt: 


du, (t) du, (t) f 
(ara) AE slata) u (t) -ap helt) 
du, (t) du, (t) h 


"6 +gu, (t) + (C+C) Gu, (t) =0 


dt dt 

Ne propunem în continuare să determinăn descrierea circuitului 
în funcţie de tensiunile raportate la nodul (1). în acest 
trecem la matricea admitanţă nedefinită care se obţine bord 
matricea de scurtcircuit cu o linie gi cu o coloană 
elementele egale cu suma cu semn schimbat a elementelor de 
liniile şi coloanele matricei de scurtcircuit: 

G, + C.D+G2+ CD -CaD -Gy -C D-6 

E a g-C,P CD+G, +CD -g-G,-C3D | 424) 

| -g-G, -C D-6, -G3-CGD g+tG +C D+tGitG +CD] 





Descrierea prin matrice admitanţă de scurtcircuit în raport cu 
nodul (1) se obține eliminând din matricea adaitanţă nedefinită 
linia şi coloana 1. Notând cu [Y], noua matrica de scurtcircui 
aceasta se scrie în forma: 

CD+G, + CD -9-G3-C3D 
-G -QD g+tG, +C D+ +G +CD 





md 
L 





Prin urmare, ecuaţiile în forma simbolică pentru circuitul “c 
baza comună" sunt: 

[ae (t) |- CD+G} +CD -g-G} -CD ü 

0 -G,-C,D  g+G,+C,D+G,*6,+C,Dhuaa | 





* Subliniea că i, (t), i (t), u,(t), u (t) etc. nu reprezintă 


curenți sau tensiuni prin sau pe ramurile 1 sau 2,ci curenţi injectaġi 
în nodurile (1), (2) respectiv tensiuni între aceste noduri şi nodul 
de referinţă. 
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şi permit determinarea tensiunilor dintre nodurile 2 şi 3 şi nodul 
de referinţă 1. Ecuațiile diferenţiale se scriu imediat. 


2 EXEMPLU Dorim să scriem ecuaţiile pe noduri pentru circuitul din = 


Fig.2.a. care conţine, pe lângă alte elemente de circuit şi un 
girator. 


r 
eW 7 
e(t)(+ i u b q Uz 








Fig.2. a. Circuit liniar conținând un girator; b. 
Giratorul izolat. 


4 
w mi 


Vom considera că circuitul este obținut prin conectarea în 
paralel a circuitului fără girator şi a giratorului. în raport cu 
nodul de referință (4), matricea de scurtcircuit [Y], a circuitului 
fără girator este: 

G +G 0 -G, 
[Y],= 0 G+CD G (27) 
-G3 -G,  G2+G,+G, Spa 


Matricea de scurtcircuit [Y], a giratorului este: SSE 


0 g e 
[a a j (28) ech 








Observăm că matricea admitanţă de scurtcircuit a circuitului A 
fără girator este factor de proporţionalitate între curenţii de rest 
intrare în nodurile circuitului gi tensiunile nodurilor (1), (2) 
şi (3) raportate la nodul (4) în timp ce matricea admitanţă de 
scurtcircuit a giratorului este factor de proporţionalitate între 
curenţii de intrare în nodurile "calde " ale giratorului gi 
tensiunile raportate la nodul de referinţă care nu coincide cu inye 
-nodul de referinţă ai circuitului fără girator. Pentru a rezolva 
această incompatibilitate, care nu permite sumarea celor două se p 
matrice de scurtcircuit, vom adăuga giratorului un nod suplimentar 


[i 


D Q w m 
h 






























ACUITELOE 


>dul 


din 
. un 
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care va fi noul nod de referință pentru tensiuni, acesta putând în 
particular să fie conectat la nodul (4) al circuitului fără 
girator. 

în fonå, matricea de scurtcircuit a giratorului în raport cu 
noul nod de referință este matricea admitanţă nedefinită a 
giratorului: 


[o g -g] 
LY], asdar" 7g 0 i (29) 
g =g 0 


Matricea de scurtcircuit [Y] a circuitului complet este suma 
dintre matricea [Y]> neaer Şi [Y],: 


G +G, g -Ga-9 
[Y]=| -g G,+CD g-G; (30) 
|J- -g-G; G2+G3+G, 


Ecuațiile care descriu circuitul, scrise în mod simbolic cu 
notația D=d/dt, sunt: 


G.e(t) G.+Ga g -9-Ga u (t) 
o i} -g 6;+*CD g-G; luat) (31) 
0 u, (t) 








g-Ga -9-G, G,+G+G, 
Scrierea ecuaţiilor diferenţiale este imediată. 


OaSERVAȚII (1) Ecuațiile pe noduri pentru un circuit pot fi 
utilizate pentru reprezentarea circuitului gi în alte forme 
echivalente. Acest lucru este posibil datorită faptului că în 
descrierea pe noduri nu este obligatoriu să se considere curenţii 
drept excitaţii şi tensiunile drept răspunsuri. 

Adoptând, de exemplu, drept excitaţii un număr de curenţi şi 
restul tensiuni, şi reorganizând sistemul de ecuaţii, obţinem o 
serie de reprezentări echivalente cun ar fi reprezentările hibride 
şi cele de tip impedanţă (se exprimă tensiunile la borne în funcţie 
de curenţi). Trebuie să subliniem că obţinerea altor forme de 
descriere este posibilă numai dacă matricea simbolică [!) este 
invereabilă. 

(2) Cunoscând matricea admitanţă de scurtcircuit a unui circuit, 
se pot determina orice dependențe dintre una sau mai multe mărimi. 


CATEVA RETODE DE DESCRIERE A CIRCUITELOR 
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de intrare şi una sau mai multe mărimi de ieşire prin eliminarea 
mărimilor intermediare (care nu interesează ca ieşiri sau care 
reprezintă intrări nule). în acest fel se pot obţine reprezentări 
simbolice ale unor ecuaţii diferenţiale care conţin mai puţine 
necunoscute, în particular o singură intrare şi o singură ieşire. 
(3) Matricea admitanţă nedefinită nu se modifică prin 
introducerea unor surse autonome în circuit dacă, prin pasivizare, 
circuitul nu se modifică. Aceasta înseamnă că sursele de tensiune 
trebuie conectate în serie (deci prin întreruperea ramurilor) în 
timp ce sursele de curent trebuie conectate în paralel (deci între 
noduri). Cei ce se modifică sunt curenţii injectaţi în noduri. 


1.5 Legătura dintre matricea admitanţă de scurtcircuit şi 
descrierile multiporților 


Ecuațiile care descriu un circuit m-pol se simplifică dacă 
terminalele pot fi împerecheate pentru a forma porţi (pentru care 
curentul de intrare într-un terminal al porţii este egal cu curentul 
de ieşire din celălalt terminal). în acest mod, numărul de necunoscute 
scade căci, pe de o parte trebuie determinat un număr mai mic de 
tensiuni de exemplu (tensiunile la porţi, tensiunile între porţi 
esând) cunoscând, de exemplu, curenții de la porţi. Legătura 
dintre aceste mărimi este dată tot printr-o matrice admitanţă de 
tcircuit, dar care este de ordin mai mic şi nu descrie circuitul 
decât în condiţiile respectării restricţiilor de curenţi ale porţilor. 


o 
T 
H 
© a 





2. METODA NATHAN DE ANALIZA A CIRCUITELOR CU AMPLIFICATOARE 
OPERATIONALE IDEALE 


Analiza circuitelor cu amplificatoare operaționale ideale presupune 
utilizarea modelului nulator-norator al amplificatorului operațional 
în fond, utilizarea restricțiilor impuse de scurtcircuitul 





VIrTUàL. 

Vom adopta următorul punct de vedere: 

ircuitul cu amplificatoare operaționale va fi privit ca rezultând 
ı conectării amplificātoarelor (ideale) între nodurile unui 
ircuit fără amplificatoare, cu restricția de a conecta bornele de masă 

> tuturor amplificatoarelor la borna de referință a circuitului fără 

ificatoare. Această conditie este respectată practic in toate 
ațiile datorită dificultăților de a realiza mai multe mase 
stincte pentru amplificatoarele operaționale dintr-un monti]. 
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Pe de altă parte, conectarea Într-un mod oarecare a 


iminarea À i A 3 a 
au care amplificatoarelor operaţionale într-un circuit nu asigură, în general, 
>zentări că funcţionarea circuitului rezultat va rămâne liniară. Mai mult, dacă 
puţine ne reamintim că unui circuit cu nulatoare şi noratoare îi pot 
ieşire corespunde mai multe circuite cu amplificatoare operaţionale în funcţie 
ă prin de modul în care sunt legate bornele inversoare şi neinversoare şi în 
ivizare funcţie de modul în care sunt "'împerecheate" nulatoarele cu noratoarele 
av vata deci intrările cu ieşirile, constatăm că există posibilitatea ca unele 
lor) în dintre montaje să funcţionaze liniar, deci respectând principiul 
i între scurtcircuitului virtual şi altele nu. A discerne care circuit 
Wuri funcţionează corect şi care nu, este o problemă care poate fi 


soluționată numai prin utilizarea unor modele mai evoluate pentru 

amplificatoarele operaţionale. 
, : Toate consideraţiile care urmează sunt făcute în ipoteza că 
ult ŞI circuitul funcționează corect în sensul că  amplificatoarele 
operaționale pot fi modelate prin nulatoare şi noratoare. (Noratoarele 
au condiţii să satisfacă "pretenţiile" corespunzătoare scurtcircuitului 


ă dacă virtual ale nulatoarelor. ) 

cu care vom presupune că circuitul cu amplificatoarele operaţionale 
urentul îndepărtate este descris de o matrice admitanţă de scurtcircuit 
noscute simbolică cunoscută, scrisă în raport cu nodul de referinţă la care se 
mic de vor lega masele amplificatoarelor operaţionale. 

2 porţi Deoarece am presupus că, după conectarea amplificatoarelor 
egătura operaţionale între diferite noduri ale circuitului iniţial 
ință de scurtcircuitul virtual este respectat, completarea circuitului are 
rcuitul următoarele consecințe: 

rților. - tensiunile corespunzătoare nodurilor între care s-au legat 


intrările unui acelaşi amplificator operațional sunt egale; 
3 - în nodurile la care s-au legat ieşiri ale amplificatoarelor 
A TOARE operaționale se vor injecta curenți suplimentari de valori deocamdată 

necunoscute. 

Este evident că numărul de curenţi necunoscuţi injectaţi de 
ieşirile amplificatoarelor operaţionale în noduri este egal cu numărul 
=supune de relaţii de egalitate între tensiunile nodurilor la care s-au legat 
aţional intrări ale aceloraşi amplificatoare. Prin urmare, se poate renunța la 
-cuitul ecuaţiile corespunzătoare nodurilor la care s-au legat amplificatoare 
operaţionale (pentru care nu se cunosc curenţii injectaţi) folosind 
faptul că numărul de tensiuni necunoscute a scăzut cu aceeaşi valoare. 






zultând se obţine astfel concluzia, aparent paradoxală, că circuitul cu 

e unui amplificatoare operaţionale este descris de ecuaţii mai simple decât 

de masă circuitul fără amplificatoare. 

1i fără Tinând seama de restricţiile impuse tensiunilor de nulatoare şi de 
toate faptul că pu'em renunţa exact la ecuaţiile la care nu cunoaştem 


> mase curenţii de irtrare, matricea admitanţă de scurtcircuit a circuitului 
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cu amplificatoare operaționale se poate obține din matricea circuitului 
cu amplificatoarele operaționale extrase prin următorul precedeu 
(metoda Nathan) : 

a. se sumează două câte două coloanele corespunzătoare nodurilor 
la care s-au legat intrări ale aceloraşi amplificatoare operaţionale F 
şi 


114) 


p. se elimină liniile corespunzătoare nodurilor la care s-au legat 
ieşirile amplificatoarelor operaţionale. 

Matricea admitanţă de scurtcircuit astfel obţinută este factor de 

. proporţionalitate între curenţii injectaţi din exterior în nodurile 

circuitului cu amplificatoare operaţionale, altele decât cele la care 
s-au conectat ieşirile şi tensiunile la noduri, inclusiv cele la care Fig 
s-au conectat ieşirile amplificatoarelor operaţionale, tensiunile egale 
apărând o singură dată. 

După determinarea tensiunilor la noduri, se pot calcula şi curenţii 
debitaţi de ieşirile amplificatoarelor operaţionale din ecuaţiile 
iniţial eliminate, ecuaţii în care se cunosc acum toate tensiunile. 


T ÛESERVATII (1) în cazul circuitelor simple, scrierea ecuațiilor 
se poate face fără a apela la metoda Nathan, prin luarea în 
considerare a restricţiilor impuse de scurtcircuitul virtual. De 
asemenea, în cazul circuitelor în care se pot pune în evidenţă 
blocuri funcţionale cu amplificatoare operaţionale a căror 
funcţionare nu este influenţată de interconectări şi pentru care 
se pot scrie uşor relaţii intrare-ieşire, analiza se poate face m 
utilizând conceptele de la grafurile de transfer. : 

(2) în cazul în care una dintre bornele de intrare a unui 
amplificator operaţional este legată la borna comună, tensiunea 
celeilalte borne de intrare este, conform principiului 
scurtcircuitului virtual, nulă şi astfel coloana matricei admitanţă 
de scurtcircuit a circuitului fără amplificator operaţional se 
elimină, căci elementele acesteia se vor înmulţi cu zero. s 


2, Buzueu Considerăm circuitul din Fig.2.a. care conţine, alături 
de alte elemente de circuit şi un amplificator operaţional. Dorim 
să determinăm funcţia de transfer în tensiuni a circuitului (deci 
forma simbolică a ecuaţiei care leagă tensiunea nodului (1) de cea 
a nodului (3)) folosind metoda Nathan pentru obţinerea matricei 
admitanţă de scurtcircuit şi apoi prelucrând ecuaţiile. 

Rezultă că adoptarea nodurilor trebuie făcută aşa cum se 
reprezintă în Fig.3.a. Este greşit să se numeroteze şi nodul la 
care este legată borna + a sursei de tensiune căci acest nod, prin 
pasivizare, coincide cu nodul de referinţă. Pe de a T 
curenții de scurtcircuit injectaţi în nodurile | 
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Fig.3. Exemplu de aplicare a metodei Nathan. 


determină pe baza "'despicării” nodului în cauză, aşa cum se arată 


în Fig.2.b. 
Matricea de scurtcircuit a circuitului cu amplificatorul 


operaţional îndepărtat este: 
G, +G, O -G, 
[Yl= 0 6+CD 0 
-G, o G 


(32) 


Adunând coloana 1 cu coloana 2 şi eliminând linia 3, obţinem 
matricea admitanţă de scurtcircuit a circuitului cu amplificator 


operaţional: 





G,+G, -G, D 
Bite a (33) 
G,+CD 0 | 





Ecuațiile care descriu circuitul excitat în modul concret 
prezentat în figură sunt: 





G,e(t) Aaa -G u, (t) (34) 
cDe(t)| |e,+cp o {u (t) 





Funcția de transfer în tensiune se determină prin soluţionarea 
sistemului şi. determinarea relaţiei dintre tensiunea u (t) şi e(t) 
(ecuație diferențială scrisă simbolic): 

G, CD-G.G. 
w tirs 2 Zelt 
yik G, (CD+G,) ; 


w 
yi 
— 








Ecuația diferenţială satisfăcută de u (t) este deci 
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du, (t) 
dt 


+G,G,u, (t) -a,c TE -a60 (t) (36) 





G,C 


3. GRAFURI DE SEMNAL 


în continuare ne referim la o altă tehnică de analiză a circuitelor 
gi sistemelor, bazată pe conceptul de graf de semnal. Un graf de semnal 
este un mod simbolic de a repezenta un operator mai complicat în 
funcție de operatori mai simpli. 

Elementele din care sunt constituite grafurile sunt ramurile gi 
nodurile. orice ramură uneşte două noduri gi semnifică operatorul 
(denumit transmitanţă) care duce variabila ataşată nodului de plecare 
(intrarea în ramură) în variabila de ieşire (ramurile sunt orientate 
şi, spre deosebire de ramurile grafuriior de incidenţă care descriu 
circuite, graful cu ramuri având sensurile şi semnele inversate nu este 
echivalent cu graful iniţial). 

Nodurile, pe lângă semnificaţia de simbol al variabilelor, 
reprezintă, atunci când se află la incidenţa a mai mult de două ramuri, 
sumatoare. 

în Fig.4. sunt reprezentate câteva ramuri de graf cu scopul de a 
scoate în evidenţă diferite posibilităţi de simbolizare. 
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Fig.4. Ramuri şi noduri de graf. a. y=A(e); b. y=ke; 
c. y(t)=felt)at+y(0); d. y(t)= P(D)el(t);e. y=Cl[A(e.,)+B(e.)] 


1. E xEuPLU în  Fig.5. este reprezentat graful sistemului 
algebric” de ecuaţii: 





5 


în acelaşi mod se construieşte şi graful ataşat unui siċtem de 
ecuaţii diferenţiale liniare. 
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ax-xX, +CX,=0 

DX, —X2 texX,=0 

jx+dx,-X,+9x,=0 (37) 
ix, +fx,-x,=0 

y-kx,=0 


Se remarcă uşor modul în care se construieştre graful ataşat 
unui sistem de ecuaţii: Fiecărei variabile i se atribuie un nod, 
variabilei independente atribuindui-se un nod numit nod sursă 
Apoi, utilizând fiecare ecuație, se exprimă câte o necunoscută în 
funcţie de celelalte şi de variabila independentă. 
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Fig.5. Graful ataşat sistemului (37). 


în cazul nostru: 
x SaX+CX, 
X,=bX,+2X; 
x =jx+dx,+9x, (38) 
X,=İX + EX 
y=kx, 


A |rILIzAREA GRAFURILOR DE SEMNAL Aplicațiile grafurilor în 
descrierea şi analiza circuitelor sunt legate de două aspecte: 
a. Un sistem de ecuații de orice tip poate fi reprezentat 
printr-un graf. Graful, prin structura sa, oferă o imagine a 
dependenţelor dintre variabile. Determinarea mărimii sau mărimilor 
necunoscute se poate face aplicând o metodă de rezolvare: metoda 
reducerii sau regula lui Mason. în fond, rezolvarea prin oricare metodă 
conduce la rezultatul care s-ar fi obținut aplicând regula lui Crammer, 


É Dacă există mai multe variabile independente vor exista mai 
multe noduri sursă. 
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metoda substituției, metoda lui Gauss de diagonalizare sau orice altă se 
wetodă de soluționare a unui sistem de ecuații algebrice. pri 

b. Reprezentarea printr-un graf poate fi legată într-un mod 





direct de o structură de circuit, astfel încât graful să fie un mod de 
a reprəzenta un model sub o altă formă. Astfel de situații apar, de 
exemplu, în cazul circuitelor cu amplificatoare operaționale atunci - 
când conectarea acestora este astfel încât se pot pune în evidență ini 

blocuri a căror comportare intrare-ieşire nu se modifică în urma st: 
interconectării. RC 
Două exemple tipice sunt sugerate în Fig.6. Lăsăm în sema cititorului 

determinarea constantelor a...d, sugerând ca mod de lucru suprapunerea 

efectelor (Se consideră câte o intrare alimentată de către o sursă de 

tensiune, celelalte intrări fiind legate la masă: tensiuni nule pe 


intrări nu inseamnă că acestea din urmă se lasă în gol!). 








ug=-aur bugcugdu 4 


a C b c 
i= 
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— ETA Í, | 
| 40 
t + q 
d. e i 


Fig.6. a. Circuit care realizează suma ponderată a patru 
tensiuni (două ponderi sînt pozitive şi două negative); 
b. Echivalent cu o sursă comandată; c. Graf; d. 
Integrator inversor; e. Graf. 


rj 


3. CaTEvA RELAȚII ÎNTRE CIRCUITE ŞI GRAFURI Alte legături între E 
circuite şi grafuri sunt sugerate în Fig.7. Dorim să əvidențiem 

faptul că se poate asigura o corespondenţă directă între graf şi = 

circuit ori de câte ori interconectarea blocurilor nu schimbă 

comportarea acestora, chiar dacă ele nu sunt realizate obligatoriu cu 2 


amplificatoare operaționale. Astfel, în Fig.7.a şi b respectiv c şi d 
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se prezintă două echivalenţe care se pot reprezenta, fiecare în parte, 
printr-o ramură de graf ca în Fig.7.e. în Fig.7.f şi g sunt 
reprezentate respectiv un circuit RC şi graful acestuia referitor la 
transferul în tensiune. Circuitul din Fig.7.h poate fi reprezentat de 
un graf constând din succesiunea ramurilor din e şi g în timp ce 
configuraţia din Fig.7.i nu mai are aceeaşi comportare datorită 
influenţei asupra tensiunii pe condensator a rezistenţei de intrare în 
etajul amplificator inversor. (Acesta "încarcă" ieşirea circuitului 
RC.) 
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Configurațiile din Fig.7.j şi k funcţionează identic în ceea ce 
priveşte transferul tensiunilor şi, astfel, acestea pot fi reprezentate 
de cele două ramuri de graf în cascadă, ordinea conectării nefiind 
importantă nici pentru circuite, nici pentru ramurile de graf . 


1 Totuşi cele două circuite diferă din punctul de vedere al 
comportării dacă se iau în considerare şi curenții de intrare şi de 
ieşire. Astfel, soluţia j are dezavantajul că "încarcă" un circuit 
conectat în "amonte" şi are avantajul că poate debita orice curent 
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P i 
3.1 Regula lui Kason 

Soluționarea unui graf (să-l presupunem cu un singur nod sursă şi 
o singură ieşire) constă în transformarea acestuia într-un graf cu o 
singură ramură care uneşte nodul sursă cu nodul de ieşire şi 
determinarea transmitanţei acelei ramuri. 

Dintre cele două metode de soluţionare, metoda reducerii şi regula 
lui Mason, o vom prezenta pe cea din urmă. Nu vom da demonstraţia, ci 
doar "reţeta" care este foarte simplă. înainte de a prezenta formula 
dăm câteva definiţii: 

Prin buclă înţelegem o succesiune de ramuri care, parcursă în 
sensul săgeţilor, ne aduce în punctul din care am plecat. 

Prin transmitanţa unei bucle înţelegem produsul transmitanţelor 
ramurilor unei bucle. 

rin bucle disjuncte înţelegem bucle care nu au nici un punct 


n A 


comur . 

Prin cale înţelegem o succesiune de ramuri care, parcurse în sensul 
sâgeţilor, conduc din nodul sursă în nodul răspuns, fără a trece de 
două ori prin acelaşi punct. 


1; Recura LUI Mason Transmitanţa rezultantă este un raport între 
Gouă expresii, 


A 
T(e) == $, 
B 
care se scriu astfel {se începe întotdeauna cu numitorul): 


8=1-(suma transmitanţelor buclelor)+(suma tuturor produselor a câte iin 
două transmitanţe de bucle disjuncte)-(suma tuturor produselor a câte 
trei transmitanțe de bucle disjuncte)+... 


A=(o cale).(ce rămâne din numitor dacă se elimină toţi termenii le 
care conțin transmitanțe ce "ating" calea)+(altă cale), ice rămâne din COT 
numitor dacă se elimină toţi termenii care conţin transmitanţe ce 
“ating calea)+... 


într-un circuit conectat în "aval". Varianta k se comportă invers: nu 
încarcă în "amonte" dar nu acceptă nici o încărcare în "aval" (orice 
circuit care preia un curent nenul de la ieşirea u, va modifica 
comportarea grupului RC. 
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2i ExemPLu Ne referim la graful din Fig.5.  Transnitanţele 


corespunzătoare nodurilor de ieşire Xpoăe Y sunt, respectiv: 


r = atl-de-fg)+jec.i (37) 
x 1-(bc+de+fg+igec) + (bcfg) s 

















T. = ab(1-fg)+je.1+aige.1 (38) 
x 1-(be+de+fg+igec) + (bcfg) 
abd.1+j(1-bc)+aig.1 
= > 39 
Tex 1- (be+de+fg+1gec) + (befg) (39) 
T ~- abdf.1+jf(1-bc) +ai(1-de) (40) 
XX 1-(be+de+fg+igec) + (bcfg) 
_ abdfk.1+jfk.1+ajk. (1-de) (41) 


xY 1-(bctde+fg+igec)+(bcfg) 


4, REZUMAT 


în acest capitol am prezentat câteva modalităţi de obținere a unor 
modele derivate pentru circuite analogice cu parametri concentrați, 
liniare şi invariante în timp, prin eliminarea informațiilor inutile 
şi reprezentarea modelului într-o formă adecvată în vederea 
determinării unor perechi intrare-ieşire de interes. 

Am introdus conceptele de impedanţă şi admitanţă simbolică în 
legătură cu descrierea prin ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi 
constanţi. 

Remarcăm asemănarea, formală, cu descrierile utilizând transformata 
Laplace în care operatorul D va fi înlocuit cu variabila complexă s. 

Matricea  admitanţă de scurtcircuit simbolică reprezintă o 
modalitate de a descrie legătura dintre curenţii înjectaţi în nodurile 
unui circuit şi tensiunile care apar între acele noduri şi nodul 
adoptat drept referinţă datorită surselor de curent. 

Matricea admitanţă nedefinită simbolică reprezintă o descriere 
asemănătoare cu cea anterioară, cu deosebirea că nodul de referinţă 
pentru tensiuni este un nod exterior circuitului. Din acest motiv 
matricea admitanţă nedefinită simbolică are suma elementelor pe linii 
şi suma elementelor pe coloane nule. 
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Orice circuit poate fi privit ca rezultând din conectarea în 
paralei a unor circuite multipol mai simple. Matricea admitanţă de 
scurtcircuit a circuitului rezultat este suma matricelor admitanţă de 
scurtcircuit ale subcircuitelor interconectate. 

Prezența amplificatoarelor operaţionale ideale într-un circuit, în 
cazul în care există condiţii ca acestea să funcţioneze liniar 
simplifică analiza circuitului datorită restricţiilor suplimentare 
introduse de nulatoarele corespunzătoare intrărilor în amplificatoarele 
operaţionale. Metoda Nathan de analiză a circuitelor cu amplificatoare 
operaţionale se bazează pe această observaţie. 

Grafurile de semnal sunt o modalitate de reprezentare a ecuaţiilor 
respectiv a legăturilor dintre operatori. Regula lui Mason este o 
metodă de determinare rapidă, în cazurile relativ simple, a 
transmitanţei echivalente. 
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Matematica este studiul logic al relaţiilor 
între diferite entități şi nu studiul naturii 
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MULȚIMI, RELAŢII, APLICAŢII, 
STRUCTURI 


MULȚIMI, RELAȚII, APLICAŢII : S ar 2 
LODES FE S o i ru: yt Eee Mea Aai a CEA uA 2 
HALa LIL a o 5 rE IA Naaran S are 3 
ADIICALII o oa i si 3 e ; pă Sg i be Eara 6 
Mulţimi (II) i tg ; A i OET 8 

STRUCTURI ALGEBRICE 5 EI ia 3 a LIENA Hia coah li 10 
Structura Ci: Operații iiterne  .. ea ee as ve o. | îi 
Structuri cu operații interne şi externe . . , . sa s 15 
Spațiul liniar privit mai în detaliu; proprietăţi . . . 17 
Transformări liniare . . CA ee da ie r e A 20 

STRUCTURI TOPOLOGICE ..... - îi SET Ea ERA e să 22 
Topologia; spaţii topologice PE PI 0 e I.T 22 
metrica spații matrice p» . e ha s es e o pe e 23 
Convergența A 24 
Punct de acumulare sD a Ala 3 ; W 24 
Continui tate IPEE AACO I E S Și 25 
Şiruri Cauchy, spaţii metrice complete PE En E 27 
Principiul contracţiei a CUTA. S a S d ai, 27 

MASURI >...’ 28 
Măsura jabaaita: $ in aai ae à R E 2 
Măsura Lebesgua-stialtjas 2 A 13 se pol ba a) n i 30 
Funcții măsurabile, integrala .... .., à 30 
Măsura generată de funcţia treaptă unitate (sava tite) à 3i 
Măsuri generate de functii scară . H gt a a a ip a 32 
Nuclae. IRCOOTALO oru e m-e oa e Îl a e o e în e 33 


Această secţiune, la fel ca şi ursătoarele două, de tezei un 
curt “dicţionar” matematic. Considerăm că cel mai potrivit mod de 
prezentare a metodelor şi tehnicilor, piade de o e ie varietate, 
utilizate în teoria semnalelor şi sistate. lor trebuie să se bazese pa 
conceptele şi. terminologia matematică. Dor cu alte cuvinte, să putea 
spuna lucrurilor “pe nume” chiar pie t multe ori, noţiunile 
matematice utilizate sunt legate de aspecte teoretica delicate cara, 
desigur, nu îşi au locul într-o tratare care vizează doar utilizarea 
cestora. Materialul care urmează nu este un substitulent al manuialalor 
de matematică,ci doar un memento al principalelor noţiuni. Considerăm 
că efortul făcut pentru asinilarea unor noţiuni mai abstracte, va fi 
răsplătit cu prisosinţă prin orizontul pe care îl va oferi cititorului 





o 
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si prin avantajul conştient de existența unor instrumente 











= i permită iri coerente şi unitare. Aprofundarea 
noțiunilor de matematică introduse, utilizând o bibliografie 
este ut neces ilizarea acestora în aplicaţii concrete. 


1. MULȚIMI, 
ltimi (I) 


= 





1.1 Mu 


Noţiunile de mulţime şi element (termen, punct, membru) al unei 
mulţimi sunt noţiuni primare?, O mulţime X, inclusă într-o mulțime mai 


inită prin: 





mare $ | Le i dei 





o compun (care pot fi ele 


p izarea proprietăţilor comune elementelor pe care le conține 
sau, echivalent, furnizarea unui mecanism de generare a elementel 
x {x| xEg, xare proprietatea P} 






Simbol indică partenența unui element x la o mulţime 
siderată şi ai d este un element al mulțimii X. 
a Tar 
ü nici un element se numeşte mulțime v 
şi : 


1. CZFNPLE (1) 'ltimile reprezentând domeniul şi codomeniul unui 

mulțimea tuturor semnalelor, mulțimi de semnale care 

satisfac anumite proprietăţi (semnale discrete, semnale periodice, 

semi : periodice de perioadă precizată, semnale mărginite, semn 
cauza semnale cu suport precizat etc.) etc. 


emelor descrise de ecuații diferențiale de 








form /[t)/dtray(t)=e(t), aeR*, mulțimea soluţiilor unui sistem 


de ecuat liniare, mulţimea valorilor unui parametru pentru care 


ota} + 


un sistem esre stapi erc 


N 
2.  FRODUSUL CAR A N MULȚIMI Ă, (i=1,2,...n) este mulţimea 


tuturor n telor rdonate: 


(20, ai cita) Xp El, Isla (2) 








o grupare într-un tot de 
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şi se notează: 


a 
JI 45 Kx .::X Aa (3) 


în particular, produsul cartezian a două mulțimi X 
mulţimea tuturor perechilor ordonate (x,y) 3 pot 
elemente xEX şi yeY. Mulțimile X, pot fi i 
atunci X" reprezintă mulţimea tuturor n-uplelor care 
cu elemente din X. 






X,=% şi 


se pot construi 








3. ze (1) Mulțimea TXA reprezentând domeniu 
unui semnal bidimensional s(t,x), ter=it,,tal 
produsul cartezian al mulțimilor reprezentând domeniul de de 
pentru fiecare variabilă în parte. 

(2) Mulțimea semnalelor complexe de forma u(t)+jv(t), u(t)ev, 








vit)eu (U fiind o mulţime de semnale) este definită pe produsul 
cartezian UxU=U2, 
(3) Mulțimea tuturor semnalelor reprezentate prin N- ple 


ica 
ordonate de numere din mulţimea M=(0,1,...,M-1) este produsul 
cartezian al celor N mulțimi M, adică H™=HZNX... xH. 


4, MULŢIMEA PĂRŢILOR UREI MULȚIMI Ă este mulţimea tuturor 
subnmulţimilor care pot fi identificate în mulțimea X: 
P(%) =(A | Ac} (4) 


Cu alte cuvinte mulţimea părţilor unei mulţimi este mulțimea 
tuturor combinațiilor distincte care se pot face cu elemente dintr-o 
mulţime, în condiţiile în care într-o combinaţie fiecare element aste 
luat cel mult o singură dată. O mulţime finită compusă din n elemente 
are 2" submulţimi deoarece fiecare element are 2 alternative, 
sau a nu fi inclus într-o anumită submulțime. 





1.2 Relaţii 

© relaţie R definită între mulțimile X şi Y este o submulțime a 
produsului cartezian XxY, adică RcăzY. Elementele oricărei perechi 
ordonate (4,y)ER, xex, yeY se spune că sunt în relaţia R (sau x este 
în relaţia R cu y) gi se notează xRy. 

în cazul particular X=Y, relaţia se numeşte relaţie în X sau 
(relaţie binară în mulţimnea X). într-o relaţie pot exista mai 
perechi ordonate care să aibă pe primul loc acelaşi element iar 
doilea, elemente diferite. în cazul în care într-o relaţie nu exist 
mai multe perechi care să aibă pe primul loc acelaşi element iar p 
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locul al doilea elemente dife 
funcţie. 
Inversa relaţiei R 


te, relația se numeşte aplicaţie sau 





defineşte prin: 

f xRy} 3. 
Domeniul relaţiei R (mulțimea de definiţie a relaţiei R) este 

milțimea elementelor xek pentru care există yey astfel încât xRy adică: 

3yat |zRy) 

] sa elementelor yey pentru care unic 


a >Ç 


IY, 









domy = { has. 
Codomeniul relației R este 
ezistă xex astfel încât xRy, ad 





ul ir 


Codom=(yey; 3xƏX | xRy} 
Dacă R,căzY este o relaţia de la X la Y şi R,cYxz esta o relaţie de 








ia Y la 2 atunci R OR} CXxZ este o relaţie de la X la Z care se numeşte aai 
coapunerea lui R; cu R, şi are proprietatea (ap 
ROR;={(x,Zz}; Jyey | XR; Yy şi yR z} re 


i; Ezueu (1) Un semnal logic unidimensional este reprezentat de 4 
relaţia constituită din totalitatea perechilor (t,s(t)), ter, ; 
s(t)es. Cum leiagi valori t, (t sugerând timpul) îi poate 








corespunde o singură valoare s(t), relația este o funcție. sui 
(2) Un sistem § este descris de o relație ScExt în care pe aa 
primul loc se afiă semnale ds intrare (aparţinând unui domeniu e 
precizat, E, de semnale) iar pe al doilea loc, semnale răspuns, de bit 
asemensa aparţinând unui domeniu precizat, Y, de semnale). EY 
| Specificul sistemelor este că, în general, aceluiaşi semnal de F 
| intrare îi corespund mai multe semnale de ieşire în funcţie de 5. 
| starea sistemului. în cazul în care ae consideră gi starea în 
| domeniu, sistemul este descris de o aplicaţie: EXX -> Y. Ecuațiile 
| sunt mecanisme tipice de generare a perechilor intrare-iegire 
corespunzătoare unui sistem. 
6 
2, Rararrr PARTICULARE Cele mai importante tipuri de relații sunt: si 
- relația de echivalență şi 
~ relația de ordine. 
O relaţie binară pe mulțimea X, Rcăxă ge numeşta de echivalență = 
dacă este: 
=- reflexivă: xRx, Vxek; 
- simetrică: xRy implică yRz, Vz,vex; 7 


= tranzitivă: xRy gi yRz implică xRz, Vz,v,zex; 
Relația de echivalență se mai notează "<=>", 


fy 


O relație binară pe X, RcXzX, se numagte de ordine dacă este: ri 
reflerivă: xRx, VEX; 
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- antisimstrică: xRy şi yRx implică x=y, Vx,y€x; 
- tranzitivă: xRy şi yRz implică xRZz, Vx,y,Zēx; 
Relația de ordine se mai notează? "<s", 


3. CASE DE ECHIVALENTĂ Clasa de echivalență a elementului xex este 


formată din toate elementele din X care sunt în relație cu x adică: 
C„={y€X; yRx} 
Orice relație de echivalență într-o mulțime X determină o partiție 
unică a lui X în submulţimi şi reciproc, adică 
Vx,vex z*y avem C„NC,=0 şi 
x=Uc, (5) 
XEX 


Cu alte cuvinte, odată definită o relație de echivalență într-o 
mulţime, oricare două elemente din acea mulțime sunt fie echivalente 
(aparțin aceleiaşi submulțimi), fie neechivalente (aparţin unor 


submulțimi diferite). 


4, Mur prmea CÂT MODULO <=> Mulțimea tuturor claselor de echivalență 

(submulţimi din X) generate de relaţia <=> formează mulţimea cât 
a mulţimii X modulo <=>. Mulțimea cât modulo <=> este o mulțime de 
mulţimi. Dacă alegem un element din fiecare clasă de echivalență, pe 
care îl numim element reprezentativ sau reprezentant al clasei, obținem 
o mulţime de elemente izomorfă (care poate fi pusă în corespondență 
biunivocă) cu mulțimile reprezentate de clasele de echivalență: fiecare 
element reprezintă o clasă de echivalență. 


5. EXEMPLU Numerele al căror rest al împărţirii la un număr dat M 
este acelaşi formează o clasă de echivalență. Se pot defini astfel 
M clase de echivalență, numite clase de resturi modulo H, numerele 
0,1,...,M-1 fiind reprezentanţii acestor clase de resturi. 


6. ELEMENTE REMARCABILE ASOCIATE UNEI MULȚIMI X ÎNZESTRATE CU O 


RELAȚIE DE ORDIBE < 
- element minimal pe X, M: 
m|Vxs<m,xeX => x=m (6) 


(nu există element x strict "mai mic" decât m). 


- element maximal H: i 
M|Yx2M, xEeZ, x=M (7) 


(nu există element strict "mail mare" decât M). 


2 Relaţia "<" nu(!) este relaţie de ordine deoarece nu este 
reflezivă şi nici antisimetrică. 
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- infimum inf(X) (cel mai mare minorant): 


inf (Z) < x, Y xe XZ; inf(Z) zb, (8) 


unde b este orice minorant al lui X (b<x, Yxex). 
- supremum sup(X) (cel mai mic majorant): 


sup(X) zx, VxeX; sup(X) <B, (3) 


unde B este orice majorant al lui X (x<B, Yxex). 
(m şi M aparţin mulţimii X în timp ce inf(X), sup(X) pot aparţine sau 
nu mulţimii X). 


T. Larrce O mulţime înzestrată cu o relaţie de ordine astfel încât 
oricare ar fi o pereche de elemente a,b€x, mulțimea (a,b) formată 
din cele două elemente are şi inf şi sup se numeşte latice”. 


1.3 Aplicații 

O relație fcăxY este o aplicaţie (funcţie sau relaţie funcţională) 
de la X în Y dacă pentru orice xex există un singur veY astfel încât 
xfy ceea ce îmseamnă că dacă xfy, şi xfy. atunci y,=y.. Se notează 
f:X -> Y iar elementul veY se numeşte valoarea lui f în x (imaginea lui 
x prin f). 

O aplicație f:X -> Y este deci o regulă prin care se atribuie unui 
element x din mulțimea X% numită domeniu, un element y aparţinând 
mulțimii Y numită codomeniu. O aplicaţie este astfel o mulțime de 
perechi ordonate (x,y), xEX, yet adică o relație particulară definită 
pe XxY (o submulțime a produsului cartezian XxY, care reprezintă 
mulțimea tuturor perechilor ordonate posibile) având proprietatea că 
fiecare x€X apare ca prim termen în una şi numai una dintre perechi. 
Elementele y cărora le corespund, prin intermediul aplicației, elemente 
xEeX, aparțin domeniului de valori* DcY. 

în particular X poate coincide cu Y. Orice aplicaţie este relaţie 
dar nu şi reciproc: o relaţie pentru care aceluiaşi element x îi pot 
corespunde mai multe elemente yey nu este aplicaţie. 


3 Mulțimea numerelor reale este latice în raport cu relaţia $. Cea 
mai simplă latice este formată din două elemente ordonate, n tate de 
exemplu cu 0 şi 1. 


* Y yen, J xex | y=f(x). 
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i ConvesTII DE TERMINOLOGIE Domeniul şi codomeniul unei aplicații 
pot fi constituite din mulțimi de numere şi/sau de aplicații. 
Denumirea de aplicaţie este sinonimă cu cea de funcție. Totuşi, 

pentru a face anumite distincții, vom adopta şi utiliza convențiile 

prezentate în Tabelul 1. 


Tabelul 1. 


| Domeniul\ Codomeniul-> numere 


funcții funcționale transformări, 
operatori 


O funcţie definită pe mulţimea numerelor întregi, Z, naturale, N, 
sau pe submulțimi infinite ale acestora se va numi şir, seri: sau 
secvență şi reprezintă generalizarea noțiunii de n-uplu ordonat, sau 
vector n-dimensional. 

Distribuțiile sunt funcţionale particulare definite pe spații de 
funcții cu proprietăți speciale. 

Familiile de funcții pot fi indexate după unul sau mai mulți indici 
care pot aparţine mulțimilor N, Z sau R. 


2: GEMNIPICAȚII ALE NOTAŢIILOR f(x), £f(.) $I £ Orice aplicaţie, 
f, este definită de trei elemente: domeniul X, codomeniul Y şi 
legea de corespondenţă f(.). Astfel, f(x) este elementul y€Y care 
corespunde elementului precizat x, f£(.) reprezintă regula de 
corespondență dintre elementele mulţimii X şi cele ale mulțimii Y, 
regula care, împreună cu cele două mulţimi determină aplicaţia f. Este 
deci important să facem distincţie între f(x), f(.) şi f£. Uneori, când 
au vor exista posibilităţi de confuzie, vom utiliza şi notația f(x) 
pentru a reprezenta aplicaţia (inclusiv domeniul şi codomeniul). 


3, APLICAŢII REMARCABILE Fie f:X -> Y 
- surjecţie: f(X)=Y adică 
Y ye Y, 3xeX | £(x)=y (10) 
aplicația este "pe" tot Y). 


- injecție: 
Yx: 2%EX, f(x)= F(x) = x=% (11) 
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Fig.1.2 Elementele are determină o aplicaţie. Domeniul 
şi codomeniul pot fi incluse în mulţimi mai cuprinzătoare 
SES A 





~- bijecţie (=surjecţie+in 


Vye Y, Jixex | f(x) =; (12) 


Unei aplicații (funcții) f: X ! îi asociem în mod unic 
o aplicaţie (funcţie) £f-::y -> te formată din toate perechile 
aplicaţiei (funcției) f luate în ordine inversă; f este bijecţie dacă 
şi numai dacă exi 1. (Se poate revedea inversa unei relaţii.) 

Compunerea apli f:X y cu aplicaţia g:Y -> Z este aplicaţia 
h=gof:X -> Z definită prin h(x)=a(£(x)), Vxex 

Graficul G a) i aplicații f constă din totalitatea perechilor 
(x,y) pentru care y= f- ; $ 

Aplicația f,:X,€K -> Y definită prin f,(x)=f{(x) pentru xex, se 
numeşte restrictia (|X lui f la X, adică f,cf: mulţimea perechilor 
(x,£(12)), xex A mea perechilor (x,f(x)), xex. 

Dacă f :XoCX a ie dată, orice funcţie f:X -> Y 
pentru care f|i.=f, reprezintă o prelungire a lui f, la mulţimea X. 















1.4 Mulţiai (II) 


$i CARDINALUL UNEI MULȚIMI, MULȚIMI FINITE, NUMARABILE, NENUMĂRABILE 








I 

Cardinalul unei mulțimi este o noțiune care spune ceva despre "cât 

de mare este mulțimea respectivă" tn cazul mulțimilor finite, 
cardinalul unei mulțimi esti mărul de elemente ale mulțimii. 





în cazul mulțimilor tinân firitate de elemente, dacă există 
o funcţie prin e elementele lor se pot pune În corespondenţă 
biunivocă cu mulţimea numerelor naturale N (sau în corespondență 
biunivocă cu mulţimea numerelor întregi 2 sau raţionale 0) se spune că 


mulțimile sunt numărabile 
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eleme 
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Domeniul 
rinzătoare 


(12) 


a în mod unic 
zate perechile 
bijecţie dacă 
i relaţii.) 

=ste aplicaţia 





æa perechilor 


entru xEX, se 
a perechilor 
x)), xex. 
cție f:X -> Y 
mulțimea X. 


, HENUMĂRABILE 
za despre "cât 

iilor finite, 

lțimii. 

e, dacă există 
corespondență 
corespondență 

0) se spune că 
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O mulţime care nu este finită sau numărabilă se numeşte 
nenumărabilă. în particular, mulțimile nenumărabile care se pot pune 
în corespondenţă bijectivă cu mulţimea numerelor reale R, se spune că 
sunt de puterea continuului. 


La (OBSERVAȚIE în teoria semnalelor va fi esențial să facea 
distincţie între mulţimi finite, infinit numărabile gi infinit 
nenumărabile. 


Sa Rezar TERTRE MULŢIHI 
- incluziunea: mulțimea A este inclusă în mulţimea B dacă şi numai 
dacă orice element al mulțimii A este în acelagi timp şi element al 
mulțimii B; 
Ac B (Vac A, a€ 8) (13) 


Incluziunea satisface proprietăţile: a. ACA; b. ACB şi BCA implică 
A=B; c. ACB şi BcC implică Acc. Orice mulţime include milţimea vidă. 
- egalitatea: două mulţimi sunt egale dacă şi numai dacă conţin 
aceleaşi elemente adică dacă fiecare este inclusă în cealaltă: 
A= 8 <=> 4c8, Bcc A (14) 


4. OPERATII CU MULTINI Fie A,BEP(X). 
- reuniunea a două mulţimi A şi B este mulţimea formată di 
elementele care aparțin fie lui A fie lui B: 
à U B= (xeZ | xe A 3i/sau x e 8) (15) 


- intersecția a două mulţimi A şi B este mulțimea formată din 
elementele care aparţin în acelaşi timp şi lui A şi lui B: 
AllB=(x | xc A 3ix E 8) (16) 


- diferența B\A a două multimi este mulţimea ale cărei elemente 
aparţin lui B şi nu aparţin lui A (nu este necesar ca ACE): 
BN A={x | XE B, xẸ A} (17) 


- complementara mulțimii B în raport cu mulțimea M care include A 
(ACH) este diferenţa mulțimilor M şi A 


Am> MN A={x | xE M, x€ A} (18) 


5, PROPRIETĂȚI ALE OPERAȚIILOR CU HULTIHI 
- Jdempotența: 


AJA-A; AAA 
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AJa=-DJA ANB=H A (20) 


= asociativitate: 


(AUB) Uc=aJ (800)  (A)iic=A (IC) (21) 
dacă ACB atunci AUB=B, ANB=A. în particular 


AJe=A  Ale=A (23) 
AJ3=8B A B-A 


ACAJE ANBA (23) 
BcAJe ABB 


utivitate (intersectia şi reuniunea sunt distributive una 





ii = (AB)U(AIB) aAJ(BIC) = (41B) (180) (24) 


- formulele lui De Morgan: 


DE APLICAŢII O aplicaţie de la o mulţime X în altă 
y poate fi privită ca un element al mulțimii tuturor 
are pot fi definite între elementele mulțimii X şi cele 

i. Mulțimea tuturor aplicaţiilor din mulțimea X în 
e cardinalul Y*, st punct. de vedere va fi utilizat 
n prazentarea unor pte din teoria semnalelor: un 
privit ca un "punct" dintr-o mulțime care, structurată, 
ațiu de semnale. 


2, UCTURI ALGEBRICE 


i. lizar DE COMPOZIȚIE; STRUCTURI O lege de compoziție internă în 
ea R (operaţie internă binară”) este o aplicaţie g:XxX -> X 
(+), muitiplicativ (.) sau cu un alt semn cum ar fi 
care asociază fiecărei perechi (x,y) de elemente din X, 


Y)=zEX. Se scrie, de exemplu, x*y=z 





ale mulțimii 


mulțimea Y a 
















O aplicaţie X -> X este operație unară iar o Aplicaţie X° -> X 
yX 
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O lege da compoziție externă (operație externă) între mulţinila X 
şi A este o aplicație de forma h:XzA -> X. Elesentelə din A pot fi 
considerate că definsac operatori care acţionează asupra slemertalor 
mulţimii X. Operaţiile interne şi cala externe pot avea, eventual, 
proprietăţi de asociativitate gi distributivitata a unai operaţii în 
raport cu alta. 

O structură algabrică este o mulţiae în care s-a definit cel puţin 
o lege de compoziţie algebrică. în raport cu operația internă 
definită pe X poate exista un element special (unitatea) u având 
proprietatea u*x=x. De asemenea, pot exista elegente x cărora le 
corespund elemente simetrice notate x`“ astfel încât x*x ‘su, 


Trecam în continuare, succint, în revistă câteva structuri 
algebrice clasice în ordinea complexității lor (vom observa că, în 
general, fiecare structură are proprietăţi ale structurilor precedanta 
precum şi o serie de proprietăţi suplimentare). 


2.1 Structuri cu operații interne 


i. S iTGRUPUL, (59,+)f este o mulțime nevidă pe care s-a definit 


- o operaţie internă (binară) notată! de obicai cu +: 
X. yE (Bg, +) => (x+y) E (8g, +) (26) 


~- asociativă: 
x,y, ze(9g, +) => (x+y) +zax+ (y+2) e (pg, +) (27) 


2. rore (1) Mulțimea numerelor întregi mai mari ca 1 formează 
semigrup în raport cu înmulţirea. 

(2) Transformările liniare (v.2.4€) definite pe o mulțime 
formează  semigrup în raport cu operaţia de compunere a 
transformărilor. O reprezentare a unui seuigrup Sg printr-o 
transformare definită pe o mulţima X aste o corespondenţă între 
elsmentele senigrupului şi semigrupul T al tranafornărilor pe E: 

; sesg <-> T(s)eT 
cu proprietatea 
T(8.9)=T(3).T(9) 


f se utilizează gi notația simplificată Sg. Observaţia esta 
valabilă şi pentru celelalte structuri. 


1 Operația poate fi notată întro altele şi multiplicativ. 
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(operaţiile s-au notat multiplicativ). Orice semigrup are două 
reprezentări simple remarcabile numite reprezentări regulate sau 
multiplicări la stânga şi la dreapta. De exemplu, multiplicarea la 
stânga asociază oricărui element sesg transformarea definită pe £g 
care constă din înmulțirea la stânga cu s a elementelor din Sg. 


3. omorat, (Mo,+) este un semigrup pentru care există element 
unitate e adică x+e=z pentru orice xeMo,. Acest element se notează 

9 pentru (Mo,+): 
Vxe (Mo, +), x+0=x (28) 


şi cu î pentru (Mo,.). 


4, Ezmpr (1) Mulțimea E a numerelor naturale înzestrată 

operația de adunare. 

(2) Mulțimea întregilor în raport cu operaţia de înmulţire. 

(3) Fie o mulțime finită S de simboluri ("alfabet") şi fie S 
mulțiasa tuturor girurilor finite ("cuvintelor") formata cu 
simboluri din 8. Considerăm că mulţimea S conţine şi cuvântul vid 
având n=0 simboiuri, Definim pe S operaţia e de concatenare 
(juxtapunere) a Pietei prin: 

(Byres SlIr- -9)= (Sire Bg Iree g) 

Structura (8 ,8) aste monoid căci operația este evident asociativă, 
iar elementul nul este cuvântul vid. 


12 
= 


£ 


5; (RUUL (G,+) este un monoid în care fiecare element admite un 
element simetric numit opus (-x) pentru (G,+): 
vxe (g, +) 3(-x) | x+(-x)= 0 (23) 
gi invers (x!) pentru (G,.) 
Prin zare, grupul sătisface propriatatea de închidere în raport 


cu operaţia internă, asociativitate, existenta elementului unitate şi 
a inversului pentru orice element. 

Un grup comutativ (at+b=b+a, Va,beG) se ulita grup abelian. 

Un grup finit în care operația este notată multiplicativ gi ale 
cărui damenta sunt generate de un singur element (generator) prin 
ridicare la toata puterile se numeşte grup monogen. Un grup finit 
conține un număr finit de elemente. 

un m gonogen finit se numegte grup ciclic. într-un grup finit 
(uultiplicativ) va exista cu certitudine o putere (întreagă) n, pentru 
care un cip ai ridicat la acea putere (multiplicat cu el însuşi de k 
ori) va furniza elementul unitate. Cea mai mică valoare a unui astfel 
de întreg sa numeşte ordinul elementului. Elementul genarator al unui 
grup ciclic are, evident, ordinul egal cu ordinul grupului. Un grup 














cu 
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poate consta din subgrupuri ciclice generate fiecare de câte un element 
generator. 


6. 





Exeo (1) Mulțimea numerelor întregi 2 formează grup faţă de 
adunare, dar nu formează grup faţă de înmulţire căci, în raport cu 
acestă operaţie singurele elemente ca rs sunt tl. 

(2) Mulțimea rădăcinilor ecuației x"=1 formează un grup ciclic 
în raport cu înmulţirea 





Ineu Structura algebir - două ojt rne (1,+,.) este 

inel dacă 

- (1,+) este grup aditiv abelian 

~= (I,.) este semigrup multi at 

- înmulțirea este distributivă faţă adunare, 
x,y, ZE (I, +,.) => x. (y+2) =2 +z) .x=y.xtz.x (30) 


adică 





ÎxauPLE (1) Inelul claselor de resturi modulo N în care adunarea 
şi înmulţirea sunt definite modulor H. 

(2) Inelul conutativ P(x) L polinoamalor în variabila x cu 
coeficienţi într-un câmp K (y.1i F(x) este înzestrat cu 
operațiile uzuale de adunare şi mulțira a polinoamelor: 





pix) talx) =F pixy a 2 (Pog) axt (31) 
i f f j 


GA ori i 


p(x) qix) P+9 


Sumele şi produsele coeficienţilor în relaţiile de sai sus se fac 
conform modului de definire a og a in câmpul K (în 
particular suma şi produsul un număr prim fixat). 
Multiplicarea polinoamelor est ativă, asociativă pi 
distributivă în raport cu suma. U aste polinomul având toți 
coeficienții nuli cu excepţia coeficientului lui x° care este 1. 
înmulţirea nu are invers 

(3) Matricele de dimensiune nxn cu ante dintr-un câmp K 
formează un inel necomutativ. între matricele pătrate gi 
polinoamele cu coeficienţi din acelaşi câmp există o corespondenţă 
(nebijectivă) pe baza relaţiei P(x)=det|ă-xI|, polinomul P(2) 
numindu-se polinomul caracteristic al matricei A 














Un inel este comutativ dacă a.b = b.a. Dacă sxistă element neutru 


în raport cu operaţia ".", inelul este unita; 





SEARALE, CIRCUITE SI SISTERE 12- 4 ALTINI, RELATII, APLICATII, STRYCTURI 


Dacă a,bSI sunt elemente nenule şi a.b=0 se spune că a şi b sunt 
divizori proprii ai lui zero. Un inel comutativ fără divizori ai lui 
Zero se numeşte domeniu de integritate sau, simplu, domeniu. Mulțimea 
F(x) definită în exemplul anterior este domeniu de integritate. 

Se numegte caracteristică a inelului I, cel mai mic întreg natural 
q pentru care q.x=0, VxerI. Un element ai este divizor propriu al lui 
cei dacă există ber astfel încât c=a.b şi a nu este inversabil în I 
(altfel, b=ca'1) . Elementele a şi b din I sunt prime între ele în I 
dacă nu au nici un divizor propriu comun. în acest caz a şi b satisfac 
teorema lui Bâzout: există x şi y în I astfel încât a.x+tb.y=i. 


9. ÎntaL într-un inel comutativ, un ideai Id este o mulţime nevidă, 
închisă în raport cu suma gi cu multiplicarea cu orice element din 
inel: 


Isa Î2€7d, I,,r26eT => (z,i,+r,i,)erd (33) 


Un idea! propriu nu conţine unitatea în raport cu înmulţirea din 
inel căci altfel Id ar coincide cu I (orice produs al oricărui element 
din I cu unitatea (din Id) trebuie să fie în I deci I şi Id coincid. 

Un ideal nu este acelaşi lucru cu un subinel Si deoarece acesta din 
urmă satisface numai: 

8,.9,€81 => (s8,+s,), (8,.8,)€81 (34) 


Se spune că un element r,eI divide un element r,€I dacă există r, 

astfel încât: 
r;=r,. r} CU rer. 

Un ideal este PAT Aa! acă există un element din ideal care 
divide orice alt element din ideal. Cu alte cuvinte, elementele 
idealului sunt generate de un element al lui prin înmulţire cu 
celelalte elemente ale idealului. 


10. Corru. (K,+,.) este un inel în care elementele nenule (cele 
diferite de unitatea în raport cu "+") se organizează faţă de "." 

ca grup: 
xe (0) => J1 | x.1=x, Ix | x.x=1 (35) 


Un corp în care ambele operaţii sunt comutative se numeşte corp 
comutativ sau câmp. Un corp, considerat ca inel, este domeniu de 
integritate (nu există divizori ai lui zero); singurele ideale sunt (0) 
şi {K}. Cel mai mic întreg natural pentru care M.1=0 este 
caracteristica corpului. Corpurile finite au caracteristică finită 
(reciproca nu este adevărată). Dacă un corp K este de caracteristică 
M, atunci M este prim. în general M.a=0 Va6k. într-un corp de 
caracteristică M este adevărat că 

(a+b)i=al+bl, Va,beR. 
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Un corp R este prim dacă nu conţine nici un subcorp propriu (diferit 
de K). Câmpurile finite având M elemente (M=pcim) ae numesc câmpuri 
Galois şi se notează GF(M). 


11. Ermers (1) Hulțimile numerelor reale R, gi complexe C în raport 
cu operațiile de adunare şi înmulțire sunt fiecare câmpuri. 

(2) Mulțimea MW-(0,1,...,M-1) cu M număr prim în raport cu suma 
gi produsul modulo M este câmp; elementele acestor mulţimi pot fi 
considerate reprezentanţi ai claselor de resturi modulo M în 
mulţimea numerelor întregi. 

(3) Mulțimea polinoamelor de grad finit fixat, n, cu coeficienţi 
dintr-un câmp, suma gi produsul fiind definite modulo un polinom 
ireductibil sate, de asemenea, câmp. 


12. Pormoae PE UR CORP | rema MODULAR AL POLIROANELOR | Prin 
polinom pe un corp K se înţelege o expresie de forma; 
F(x) =0,t0, X+... +0,X” (36) 


în care coeficienţii a, (1=0...n) aparţin corpului K. Gradul 
polinogului f(x) este reprezentat da puterea cea mai mare a lui x având 
coeficient nenul. 

Mulțimea polinoamelor pe corpul K formează, aga cum am arătat 
anterior, un inel comutativ în raport cu suma și produsul polinoamelor 
(eventual modulo un polinom fixat). 

Polinomul £(x) se numegte monic dacă coeficientul calei mai mari 
puteri a lui x este unitatea. 

Un polinom este ireductibi!] dacă admite ca divizori numai pe a gi 
af(x) unde a este element al lui K. Polinoamele care nu sunt 
ireductibile pot fi descompuse în factori primi în forma: 


Fate (37112, (pm. . 1£L00) I* (37) 


unde fı (x) sunt polinoame ireductibile diferite, iar factorii da forea 
[f;(x)]" se numesc factorii primi ai lui f(x). 
Pentru orice f(x) şi g(x) se poate scrie teorema împărţirii cu 
rest: 
£(2)=Q(x)g(2)+r (x) 
unde gradul lui r(x) este mai mic decât gradul lui g(x). Dacă g(x) este 
factor al lui f(x), restul r(x) este nul. 
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2,2 Structuri cu operații interne şi externe 


1- MoDuLuL (M,I)® (grup peste inel) este un grup (M,+) înzestrat cu 
o lege de compoziţie externă (reprezentată prin alăturarea 

simbolurilor elementelor) în raport cu elementele unui inel (I,+,.), 

operaţiile interne şi externe fiind distributive unele faţă de altele: 
a,bEeZ, x,y.EM => z=axeM, a(x+y)=ax+bx, a(bx)=(a.b)x 


Noţiunea de modul este o generalizare a celei de spaţiu liniar 
(vectorial) care va fi definită în continuare şi pentru care inelul 
este înlocuit de un câmp. Un submodul S, al unui modul M se defineşte 
analog cu subspaţiul liniar: 

Iı 93659yi; Fi. TEI => (1,8,+7252) E9u 


Un modul (M,I) se numeşte de tip finit sau finit generat, cu 
generatorii $,€M dacă şi numai dacă orice element poate fi reprezentat 
prin: 

m=§ a;(m) $; asei 


a, nefiind în mod necesar unici. Elementele ($,,i=1,...,n) sunt liniar 
independente dacă 
F a,h,=0 => @;=0, Vi=1,2,...,n (38) 
în cazul în care a,(m) sunt unici pentru toți meM, modulul se 
numeşte liber, iar submulțimea (6,,62,...,0„)€M constituie o bază a 
modulului (¥,I). într-un modul liber 
Yah, => a+20 (39) 


$, reprezentând o bază. Un modul liber este aproape acelaşi lucru ca 
un spaţiu liniar. Rangul unui modul liber este egal cu numărul de 
elemente din orice bază (în cazul spaţiilor liniare se utilizează 
termenul de dimensiune). în cazul a două submodule S, şi S, a căror 
reuniune este M şi a căror intersecţie este submodulul nul se spune că 
M este suma directă a lui S, şi S.. 


2, ÛBSERVATII (1} Discutăm deosebirea fundamentală dintre spațiile 
liniare şi module. într-un spaţiu liniar L un subspaţiu S,, având 
aceeaşi dimensiune cu L trebuie să coincidă cu L. Spre deosebire 
de acest caz, într-un modul liber (M,I) un submodul poate avea 
acelagi rang cu M şi totuşi să nu coincidă cu M. 

(2) Orice inel poate fi considerat modul peste el însuşi. 


a Se utilizează şi notația M pentru modul, L pentru spaţiul 
vectorial, A pentru algebră. 
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(2) orice inel poate fi considerat modul peste el însuşi. 

(3) Un ideal poate fi considerat modul peste inelul care îl 
conţine dacă operația de grup este suaa, iar operaţia de înmulţire 
este considerată operație externă cu elemente din inel. 


3. OPAŢIUL LINIAR | vcroara.) (L,R) (grup peste câmpul (corpul) K) 

este un grup (L,+) înzestrat cu o lege de compoziție externă 
(reprezentată prin alăturarea simbolurilor elementelor) în raport cu 
elementele unui câmp (K,+,.), operaţiile fiind asociative şi 
distributive unele în raport cu altele. Vom reveni în paragraful 
următor. 


semigrup 





Fig.1.3 Semigrup, grup, inel, corp gi spaţiu vectorial. 


4, AceBRA (A,K) (inel peste câmp) este un inel (A,+,*) înzestrat cu 
o operaţie externă, operaţiile fiind asociative şi adunarea, 
distributivă faţă. de înmulțire: 
X,y, ZEA, a€X => x*(y+Zz)=x*y+x*z, (40) 
(xty) *z=x*z+tytz, a (x+y) = (ax) *y=x* (ay) 
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s : : + [] Li A [] [] v ' 
2.3 Spațiul liniar privit mai in detaliu; proprietáți 
Datorită importanței sale deosebite în teoria semnalelor, vom 
enumera, pentru început, toate proprietățile acestuia: 
(x+y) +z=x+(y+z)  (asociativitate) 
X+y=y+x (comutativitate) 
30 | x+0»x (există unitate), 
Vi ie Eva bi ed 2(-x) | x+(-x)=0 (există invers)l41) 
a(x+y)=axtay (distributivitate), 
(2+p)x=ax+bx (diştributivitate) , 
31 | 1.x=x (există unitate), 
a(bx) =-(a.b)x (asociativitate) 


din care rezultă consecinţele: 


a.0=0, 0.x=0, (-1).x=1(-x), ax=0 <=> x=0 sau a=0 (42) 


Unitatea din (1,+) s-a notat cu 0, cea din (R,+) cu 0,iar cea din 
(K,.) cu 1. în continuare se va utiliza aceeagi notație, 0, pentru 
ambele unităţi în raport cu suma deşi în primul caz este vorba de un 
element (vector”) nul, iar în al doilea caz de un scalar nul. 

Uneori un spaţiu liniar se notează numai cu simbolul grupului (L), 
existenţa corpului de scalari (C sau Cl) fiind subînţeleasă. 


E (Areva EXEMPLE DE SPAȚII LINIARE REMARCABILE 

= W, N? (M=număr prim) : spaţiile liniare ale N-uplelor (N este un 
număr natural) respectiv secvenţelor (infinite) de numere din mulţimea 
M=40,,..,H-1) definite peste câmpul (MN, +,odur -aody). Adunarea W-uplelor 
ge face element cu element, modulo WM. 

= R, A : spaţiile liniare ale N-uplelor (N reprezintă un număr 
natural fixat) ordonate de numere reale respectiv complexe, definite 
peste corpul R respectiv C (în raport cu adunarea elementelor de 
acelagi rang din N-uple gi înmulţirea cu scalari din R respectiv C). 

- Ri, C” : spaţiile liniare ale şirurilor ordonate de numere reale 
respectiv complexe, definite pe corpul R respectiv C (la fel ca mai 
sus); 

- M(m,n) : spaţiul liniar al matricelor de ordin mxn în raport cu 
adunarea matricelor şi înmulţirea cu scalari din C; 

. ~= F : apaţiul liniar al funcţiilor definite pe C în raport cu 

adunarea funcţiilor şi înmulţirea cu scalari din C; 

- L': spațiul funcţionalelor liniare definite pe spaţiul liniar L. 
Acest spaţiu se numeşte dualul algebric al lui L. 

- i: spaţiul funcţiilor de modul integrabil definite pe R cu 
valori în C. 


$ Elementele unui spaţiu liniar se mai numesc "vectori". 
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2. ÛBSERVATIE Toate spațiile liniare enumerate mai sus pot fi 
considerate spații de semnale. 


- @(L,,L,): spaţiul liniar (în raport cu adunarea aplicațiilor şi 
înmulțirea lor cu scalari din C) al tuturor transformărilor liniare 
f:L, -> L, ; În particular, L, poate coincide cu L.. 


Alte spaţii: 

- spaţiul funcţiilor periodice de aceeaşi perioadă, 

- spaţiul polinoamelor de grad <n cu coeficienţi într-un câmp 
finit sau infinit, 

- spaţiul polinoamelor de orice grad, 

- spaţiul funcţiilor continue sau sumabile de un anumit tip, 
definite pe un domeniu precizat, 

- spaţiul soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale sau cu diferenţe 
liniare, 

- spaţiul soluţiilor unei ecuaţii cu derivate parţiale liniare, 

- spaţiul funcţiilor analitice într-un domeniu, 

- spaţiul seriilor cvasiperiodice de forma x(t)=5xexp(ji,t! etc. 


3. ÎNDEPERDERŢĂ LINIARĂ Vom spune că elementele x,,xz,...ă (în 
număr finit) aparţinând unui spaţiu liniar sunt liniar independente 


dacă şi numai dacă: 
n 


a iat iu => a,=0 1=1,2,...n (43) 


al 


O mulțime infinită (numărabilă sau nenumărabilă) de vectori 
{...,žar---} din spaţiul liniar L este liniar independentă dacă orice 
submulțime finită este liniar independentă. Combinaţiile liniare de 
elemente liniar independente sunt unice adică: 


n n 


x=9 ax; =} bx, => a,b (44) 
aid E dat i i Ala 2 


unde z, sunt liniar independenţi. 

O mulţime finită de vectori este liniar dependentă dacă unul dintre 
vectori (oricare) se poate exprima ca o combinaţie liniară a 
celorlalţi. 


4, ÎxeuPLE (1) Vectorii (1,1,0)7, (0,1,0)*, (2,1,0)7 nu sunt liniar 
independenţi în C>, 
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(2) Funcțiile 
e`", Ac 


sunt liniar independente dacă şi numai dacă 4, sunt distincte. 


S; Diuensrunea ALGEBRICĂ a unui spațiu liniar este cardinalul celei 

mai mari mulțimi de elemente liniar independente din spațiul liniar 
considerat. 

Un subspaţiu al unui spaţiu liniar L este o submulțime ScL închisă 
în raport cu operaţile din spaţiul L (ScL, Yx,y€L şi a,b€K, ax+byes). 

O familie finită de vectori liniari independenţi {x;} generează un 
subspațiu care conține toate elementele de forma: 

n 


aT aX; a€K (45) 
=i 


6. Bază Elementele (vectorii) 10,), îi=1,2,...n ai unui spaţiu liniar 

L formează o bază într-un subspaţiu ScL dacă toate elementele 
(vectorii) din 83 sunt exprimate unic sub formă de combinaţii liniare 
finite de %,. Orice altă bază din S are acelaşi număr de elemente, 
acestea putând fi exprimate sub formă de combinaţii liniare ale 
elementelor bazei (9,)29. Un spaţiu liniar este finit dimensional dacă 
numărul de elemente al (oricărei) baze este finit. Acest număr 
reprezintă dimensiunea spaţiului. 


2.4 Transfornări liniare 


O aplicaţie T:X -> X se numeşte transformare a mulţimii X. Mulțimea 
transformărilor care pot fi definite pe o mulţime X dată este semigrup 
în raport cu operaţia de compunere a transformărilor: 

(TG) (x) =T(G(x) ) (46) 


Un morfism (homomorfism) de mulţimi structurate algebric este o 
aplicaţie T între două mulţimi structurate algebric care păstrează 
operaţiile, în general diferite, din cele două mulțimi: 

T(+) = Lo) | T(x+y)=T(x)+T(y) (47) 


Dacă, în plus, aplicaţia T este bijectivă, ea se numeşte 
izomorfism. 


10 Remarcăm că, deşi dimensiunea algebrică a unei mulţimi poate 
fi infinită, subspaţiile şi bazele acestora sunt definite (în lipsa 
unei structuri topologice) numai folosind sume finite. 
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1. Be (1) Un exemplu remarcabil de izomorfisn este funcţia 
logaritm: log: (R',.) -> (R,+). 

(2) Multiplicarea cu o constantă este homomorfism de grupuri 
pentru mulțimea întregilor în raport cu adunarea, dar nu este 
homomorfism pentru aceeaşi mulțime în raport cu înmulțirea (3 -> 
2.3, 5 -> 2.5 => 3+5 -> 2.3+2.5 în timp ce 3.5 -/-> (2.3).(2.5)). 


Se demonstrează că, sub izomorfisme, unităţile, în general diferite 
din cele două spații liniare precum gi inversele se corespund: 


T(u)=u' T(x>)=[T(x)} (48) 


O transformare liniară de la un spaţiu liniar L la spaţiul liniar 
(homomorfism de spaţii liniare) este o aplicaţie T:4 -> L având 

proprietatea că pentru orice x şi y din 4 (Va, bex): 
T(ax+by) =aT(x) +bT(y) i (49) 


în cazul în care L = (coincid sau sunt izomorfe, adică pot fi puse în 
corespondenţă printr-o aplicaţie bijectivă) transformarea liniară se 
numegte operator liniar. De exemplu, o transformare liniară din spaţiul 
Ci în spaţiul Œ@ este operator dacă m=n şi este descrisă de o matrice 
pătrată de dimensiune mxm=nzn. Dacă min, transformarea este descrisă 
de o matrice dreptunghiulară de dimensiune mxn. 


O aplicaţie multiliniară este o aplicaţie T:1L, -> L, pentru care: 


T(x,, e + -AXytbz, Xg) = (50) 
=aT(x,, - + <Xppe e e Xp) ADT (Hy eee Ze.) VK 


Prin nucleu al unei transformări liniare T:14 -> I, înţelegea 
mulţimea constituită din toate elementele xeL, pentru care T(x)=0 
(vectorul nul din 1). Se utilizează notaţial!: 

Ker (T) :={xEL, | T(x)=0) (51) 


Suma directă a n subspații S, disjuncte (intersecția dintre $, şi 
5; este vidă pentru i#j}) este reuniunea celor n subspaţii: 


sf, inj: [jună 
şi se notează cu: 


ps: 


n 


ll kerne. [engl] = nucleu 
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2. Qasenvayır (1) Structura de spațiu liniar are o deosebită 
importanță datorită posibilității de a reprezenta elementele sale 
în mod unic, atunci când este posibil, sub formă de combinaţii 
liniare finite de vectori aparţinând unei baze. 

(2) Se va putea vorbi de sume infinite după ce se va introduce 
conceptul (topologic) de convergenţă. 

(3) într-un spaţiu infinit dimensional, independenţa liniară a 
unei mulţimi de elemente, chiar având un cardinal suficient de 
mare, nu asigură posibilitatea generării oricărui element din 
spaţiu ca o combinaţie finită de elemente liniar independente. 

(4) Operaţiile de adunare gi înmulţire a vectorilor gi 
scalarilor pot fi oricare alte operaţii asociative şi distributive 
care să asigure caracterul liniar, în particular sume şi produse 
modulo un număr fixat. 


3. STRUCTURI TOPOLOGICE 
3.1 Topologia; spații topologice 


Topologia are drept scop generalizarea noţiunilor de distanţă, 
vecinătate şi interval din geometria euclidiană la mulţimi oarecare, 

în esenţă, o topologie t definită pe o mulțime X reprezintă o 
colecţie de submulţimi ale acesteia. 


1. Dermy O mulţime de părţi t ale unei mulțimi X constituie o 
topologie pe X dacă satisface condițiile: 
- Orice intersecţie finită de mulţimi din t este mulțime din Tt 
adică: 
Anr ApET => A Ager (54) 


~ Orice reuniune de mulţimi din t (finite, infinit numărabile sau 
nenumărabile) aparţin lui t. 


Se mai poate spune că o topologie t pe o mulţime X este o colecţie 
de submulţimi ale lui X închisă în raport cu formarea reuniunilor 
arbitrare şi a intersecţiilor finite‘. 


12 orice topologie pe X este inclusă în mulţimea părţilor lui Z. 
în particular, mulţimea părţilor unei mulţimi X, t}=P(X), şi mulţimea 
compusă din două elemente 1,=(0,%) satisfac cope latătiio topologiei 
constituind topologia diderata respectiv topologia  ivdiscretă 
(grosieră). Aceste topologii reprezintă un fel de "extramităţi” din 
punctul de vedere al fineţii topologiilor t care se pot defini pe o 
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Orice submulțime D a lui X care aparține topologiei t se numeşte 
mulţime deschisă. 

într-un spaţiu topologic (X,t) se numeşte vecinătate, V, a unui 
punct xex orice supramulţime a unei mulţimi deschise D care conţine 


punctul x, adică 
XEDCV, DET 


Mulțimea tuturor vecinătăţilor punctului x din spaţiul topologic 
(X,t) se notează cu V(x). 
Se poate arăta că o mulţime este deschisă dacă şi numai dacă ea 
este vecinătate pentru orice punct al ei, adică 
DEeV(x), YxED 


O bază B a unei topologii este o submulțime a topologizi cu 
proprietatea că orice mulţime deschisă DEt se poate scrie ca o revniune 
(inclusiv nenumărabilă) de elemente din B. 

Există multe posibilităţi de a defini o topologie pe o mulțime X. 
Cel mai convenabil mod de definire este însă prin intermediul notiunii 
de metrică. 


3,2 Metrica; spaţii metrice 

Noţiunea de metrică o generalizează pe aceea de distanţă din 
spaţiul euclidian R=”. Cel care a observat că se poate defini o distanţă 
între elemente matematice de acelagi tip: numere reale, numere 
complexe, funcţii sau şiruri de numere reale etc. a fost Maurice 
Fréchet. 

Spațiile metrice pot fi privite ca un caz particular de spații 
topologice, metrica generând o topologie particulară. 

Metrica (distanţa) este o aplicaţie d:XxX -> R* care satisface 
următoarele axiome (Lindenbaum): 


d(a,b)sd(c,a)+d(c,b) (inegalitatea triunghiului) 


din care se deduc consecințele*3: 


mulțime dată, X: t CTET. 


13 Prima dintre consecinţe este considerată de unii autori drept 
axiomă de de:iniţie; ea poate fi însă dedusă numai din condiţiile (57). 
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A sb 20, 
a,b 
(a,b) 2 al -di(c,b) | (58) 
d(a,,b,) -d(a,b) za a a) +d(b,,b) 


(inegalitatea patrulaterului) 





Perechea (X,d)** se numeşte spaţiu metric, iar elementele lui se 
numesc puncte. 

Cu ajutorul noţiunii de metrică se poate defini o topologie pe 
multimea X: mulțimile deschise sunt generate de metrică prin definirea 
bilelor deschise S,(x). Bila deschisă S(x) de rază r şi centru x este 
formată din mulţimea tuturor elementelor din X aflate la o distanţă mai 
mică decât r de elementul xex: 

8, (x) = [aE | d(a,x) <z) (59) 


Spunem că metrica d induce o topologie t pe X, căci se demonstrează 
că mulţimea tuturor bilelor deschise care se pot defini pe mulţimea X 
satisface proprietăţile topologiei:5, 

în continuare vom discuta motivele pentru care o topologie poate 
fi utilă. 


3.3 Convergenţa 


Topologia şi, în particular, metrica permit introducerea noţiunii 
de convergenţă. Spunem că şirul (x,) de elemente din spaţiul metric 
(X,d) converge la limita x€% dacă şi numai dacă pentru orice £>0 există 
un număr n(€)eR astfel încât pentru n>n(e) să avem d(2,2)<e. 

Este evident că verificarea convergenţei unui gir conform 
definiţiei de mai sus implică cunoaşterea valorii x. Se va vedea în 
continuare că, pentru anumite tipuri de şiruri (şiruri Cauchy), 
verificarea convergenţei nu necesită cunoaşterea limitei. (în primul 
caz putem verifica pentru orice punct x dacă este sau nu limită, iar 
in al doilea putem verifica faptul că există un astfel de punct, 
determinarea acestuia putând fi uneori imposibilă.) 

în spațiile topologice în care topologia nu este generată de o 
metrică, convergenţa se poate defini direct gi nu prin intermediul 


14 Pe aceeagi mulțime se pot introduce metrici diferite d., d 
etc., iar spațiile (X,d,), (X,d_) le considerăm spații distincte. 


27 


“5 Există topologii care nu derivă dintr-o metrică (nu sunt 
metrizabile). în cadrul teoriei semnalelor sunt, în general, suficienta 
topologiile derivate din metrici. 








UCTURI 


(58) 
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mulțimilor care formează topologia. 

Convergenţa definită pe baza topologiei generate de metrică se 
numege convergenta (în topologia) tare, Există şi alte modalităţi de 
definire a convergenţei, în particular convergența slabă care se va 
defini, succint, în legătură cu distribuțiile. 


3.4 Punct de acumulare 


Un punct 4,6K se numeşte punct de acumulare în mulţimea X dacă 
pentru orice vecinătăte V a sa ate loc relaţia 


(TA (x) ) izeo 


Cu alte cuvinte orice vecinătate a lui Xg (bilă deschisă cu centrul 
în x) şi de rază r) conține cel puţin încă un element xex, diferit de 
Xg. Acesta este modul riguros în care matematicienii se referă la 
nînghesuiala” elementelor dintr-un spaţiu topologic. 

Este posibil ca într-un spaţiu metric să existe şiruri 
neconvergente în sensul că limita lor nu aparţine acelui spaţiu. Un 
exemplu îl constituie spaţiul funcţiilor continue c! în care există 
şiruri de funcţii care converg la funcţii discontinui, deci la elemente 
din afara spaţiului, 

punctele de acumulare pot fi caracterizate cu ajutorul şirurilor: 
un puncxt pă este punct de acumulare pentru X dacă există un şir (4) 
de puncte din X cu proprietăţile: 

XX Vnen şi lin x,=%9: 

Intuitiv, x, este punct de acumulare pentru mulţimea X dacă ne 
putem apropia oricât de mult de punctul x, prin şiruri de puncte din 
mulțimea X diferite de x. 


1. ÎNCHIDEREA K a unei mulţimi X este mulţimea care conţine toate 

elementele din X împreună cu toate punctele sale de acumulare 
(limitele tuturor şgirurilor de puncte din X). Dacă cele două mulțimi 
coincid, mulţimea X se numeşte închisă. 


3.5 Continuitate 

Noţiunea de continuitate se referă la aplicaţii (funcţii) şi este, 
intuitiv, legată de posibilitatea ca elementele unui şir să se apropie 
oricât de mult de un element numit limită. 

O aplicaţie f:(%,d,) -> (Y,d,) se numeşte aplicaţie continuă în 
xjex dacă pentru orice vecinătate S (£(29))cY a lui f(x) există o 
vecinătate S (x}) a lui x, astfel încât imaginea acestela, £(8(%)) 
este conținută în S,(£(x9)). 
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Continuitatea implică convergenţa imaginilor prin f(.) a unui gir 
convergent din X adică din d, (xx) -> 0 rezultă d, (f(x), f(x )) -> 0 gi 
reciproc,  conveargența imaginilor unui gir convergent implică 
continuitatea!’. De asemenea, continuitatea permite permutarea 
operației de trecere la limită cu f: 

lim f(x) =f(lim x) (61) 
pe me 





Fig.1.4 Schemă explicativă privind noţiunea de 
continuitate. 


Ss numeşte homeomorfism (noţiune analogă celei de homomorfism de 
la structurile algebrice) o aplicaţie f:(X,d) -> (Y,d,) bijectivă, 
continuă gi cu inversa continuă. 

Un homeomofism cu proprietatea d, (£(x),f(y))=d(x,y) se numeşte 
izometrie (aplicaţie care conservă distanţele). Izometriile reprezintă 
o relaţie de echivalență în clasa tuturor aplicaţiilor între spaţii 
metrice: izometriile nu pot fi distinse între ele prin proprietăți 
topologice şi metrice. 


O mulţime A dintr-un spaţiu metric (X,d) se spune că este densă în 
X dacă A '=X adică dacă orice punct (element) din X este fie punct din 
A fie punct da acumulare (limita unui gir) din A. Mai plastic, se poate 
spune că A aproape "umple" spaţiul X, acesta fiind reuniunea mulţimii 
A cu mulțimea punctelor de acumulare ale lui A. (De exemplu, numerele 
raţionale sunt denge în R.) 


15 în spaţiile topologice oarecare, pentru care topologia nu 
derivă dintr-o metrică, reciproca nu este adevărată decât dacă pentru 
orice x din spaţiu există o clasă numărabilă de vecinătăţi astfel încât 
orice vecinătate a lui x să se poată reprezenta ca o reuniune 
numărabilă de vecinătăţi din clasa respectivă. Spațiile metrice 
satisfac această condiţie deoarece bilele deschise cu raze numere 
raţionale, formează un set numărabil de vecinătăţi pentru o:'ice x. 


[|| 
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Un spaţiu metric (X,d) se numeşte separabil dacă conţine o mulţime 
densă numărabilă. 

O proprietate mai restrictivă decât  separabilitatea este 
compacitatea: un spaţiu metric este compact dacă există, oricare ar fi 


r, un set finit de de elemente x,,x,,...X,, cu proprietatea că bilele 
S (x;), (i=1,2,...n) "acoperă" pe X adică X este inclus în reuniunea 
bilelor. 


Se demonstrează ca proprietatea de compacitate implica închiderea 
(x îşi conține toate punctele de acumulare), mărginirea (distanța 
dintre oricare două elemente este finită), şi separabilitatea (X 
conține o mulțime densă numărabilă). Imaginea printr-o aplicaţie 
continuă a unui domeniu compact este compactă (deci mărginită gi 
închisă şi, deci, îşi atinge minimul şi maximul). A 


3.6 Şiruri Cauchy, spaţii metrice complete 

Aşa cum am mai arătat, studierea converganţei unui gir la o limită 
cunoscută implică testarea convergenţei la zero a distanţei dintre 
termenii şirului şi limita sa. în multe situaţii se doreşte testarea 
convergenţei unui şir fără a i se cunoşte limita (deci se doreşte să 
se răspundă la întrebarea: converge sau nu?) Acest lucru este posibil 
numai pentru şirurile Cauchy. 

Se numeşte şir Cauchy într-un spaţiu metric un gir având 
proprietatea că distanţa dintre două elemente x, şi 3j tinde la zero 
pentru i,j suficient de mari: 

Ve>0, 3n(e) | d(x,,x,) ce Vi, pn(e). (62) 


Un spaţiu metric se numeşte complet dacă orice gir Cauchy este 
convergent adică are limita tot în spațiul respectiv. în principiu, un 
spațiu metric incomplet! poate fi completat prin adăugarea tuturor 
limitelor de şiruri neconvergerte şi prin definirea operaţiilor şi a 
metricii pentru noile elemente adăugate. 


3.7 Principiul contracției 


Multe probleme conduc la rezolvarea unei ecuaţii de forma f(x)=x, 
unde f:(X,d) -> (X,d); un astfel de punct xex se numeşte punct fix al 
funcţiei f. 


1€ un şir Cauchy poate să nu conveargă pur şi simplu deoarece 
limita sa nu este conținută în spaţiul în care se află elementele sale: 
spaţiul este "incomplet". 
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O aplicaţie f:(X,d) -> (X,d) se numeşte contracție dacă există 

ae(0,1) astfel încât 
d((£(x),f£(v))sad(x,y) pentru orice x,vex. 

Distanţa dintre f(x) şi f(y) este mai mică de a ori decât distanţa 
dintre x şi y: prin aplicarea funcţiei f distanţa între x şi y se 
"contractă". 

Se poate demonstra teorema de punct fig a lui Banach şi anume: 
orice contracție a unui spaţiu metric complet (X,d) în el însuşi admite 
un punct fix unic. Acest punct, notat cu p, se obţine prin metoda 
aproximaţiilor succesive. Se construieşte şirul 

KrF (x) a Xa f(x) i e Xa Ala): (63) 


unde x, este o valoare arbitrară. Se arată că (x„) este un şir Cauchy 
într-un spaţiu metric complet deci este convergent,iar limita sa este 
punctul fix căutat. 

Această metodă permite şi obţinerea unei formule pentru aprecierea 
erorii comise considerând respectiva aproximaţie, şi anume 


d(p, Xn) <- d (%0, X) (64) 


Ipoteza a<l este esențială atât pentru existenţa cât şi pentru 
unicitatea punctului fix. Această teoremă joacă un rol important în 
teoremele de existență gi unicitate a 

- soluţiei unui sistem de ecuații liniare algebrice; 

- soluției unor sisteme de ecuaţii şi sisteme diferențiale; 

Faptul că o aplicaţie este contracție asigură convergenţa unei 
metode numerice (adecvate) pentru determinarea punctului fix. Alegerea 
inspirată a valorii iniţiale xXx, relativ aproape de p poate reduce 
considerabil numărul de iterații. 


4, MASURI 


Mă suna Măsura este o generalizare a conceptului de întindere 

(lungime, suprafaţă, volum, sarcină, greutate etc.). 

Se numeşte măsură pe mulţimea X o funcţie u reală, nenegativă, şi 
numărabil aditivă (limita unui şir numărabil de valori este finită) 
prin care se asociază valori numerice unor submulţimi B, din X, funcţia 
u satisface proprietăţile: 


W(2)20, w(0)=0, B(18=o => e ( U By) =$ B (2) (65) 


iar colecţia de submulţimi B.„eX se numeşte câmp Borel şi conţine €, X, 
reuniunile numărabile, intersecțiile numărabile, complementele în 
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raport cu X şi diferenţele: 


U B,eB, Ās,es, BEB, B,-B,EB. (66) 


O mulțime pe care s-a definit un câmp Borel se numeşte spațiu 
Borel**. în cazul dreptei reale, clasa B„ a mulțimilor Borel pe R se 
defineşte ca fiind cel mai mic câmp Borel care conține toate 
intervalele semiînchise, mărginite, de forma [a,b), a,beR. Se arată că 
şi mulțimile de forma [a], [a,b], (a,b) aparțin câmpului Borel. 


v 
4,1 Masura Lebesgue 
Măsura Lebesgue pe R este o funcţie p definită pe clasa B, a 
mulțimilor Borel ale dreptei reale (intervale de numere reale de forma 
(a,b) cu a,b,€R, a<b) după următoarele reguli: 


(R,) u(la,a))=0, VaeR 
(R2) p ([a,b))=b-a, Va,beR 
(Ra) 


M (U ( [ap brl ) A ( [ap bx) y [De by) )- 


sū lan by eÜ (Ean by) |= (69) 
2 k=1 3 1 pi 

= b = b,- 0= b ax 

(bul) (brat D (byra) 


p(B) =inf[p(B;)]; BU [ap by] (70) 
unde inf[u(B_)] se ia după toate mulțimile prin care B_ poate fi scris 
ca o reuniune de intervale semiînchise. 

Din regulile de mai sus rezultă că măsura unui punct, al unei 


mulţimi finite sau infinite numărabile de puncte de pe dreapta reală 
este nulă. 


(Ra) 


18 Un spațiu-Borel este în acelaşi timp ceva mai mult gi ceva mai 
puțin decât un spațiu topologic. Astfel, un spațiu Borel nu este în 
general spațiu topologic căci reuniunile arbitrare ale mulțimilor Borel 
nu aparțin în mod necesar lui B. Pe de altă parte intersecțiile 
numărabile ale mulțimilor Borel aparțin lui B ceea ce nu este adevărat 
în cazul topologiilor. în plus, complementele mulțimilor Borel aparțin 
lui B în timp ce complementele mulțimilor care formează o topologie nu 
aparțin topologiei (în particular, complementul unsi bile deschise nu 
este bilă deschisă). 
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4.2 Măsura Lebesque-stieltjes 


Măsura Lebesgue-Stieltjes este o măsură generată de o funcţie p 
nedescrescătoare (x2y => p(x)2p(y)), continuă la dreapta (p(z+e) -> 
p(x) pentru £ -> 0) conform regulii: 


p ([a,b)) =p (b-0) -p (a-0) (71) Evi 


şi analog pentru celelalte cazuri de la măsura Lebesgue. 

Consecința esențială a definiției măsurii Lebesgue-Stieltjes este 
aceea că măsura unui punct a poate fi nenulă: u([a])=p(a)-p(a-0) dacă 
p este discontinuă în a*°. 


Hăsura cu semn este o măsură Lebesgue-stieltjes pentru care nu se int 
mai cere ca funcţia p să fie nedescrescătoare, ea putând avea orice 
valori, eventual t+% dar nu simultan căci operaţia »-o nu este definită. 


Hăsura complexă generalizează măsura cu semn în cazul numerelor 
complexe: ea este o funcţie complexă ale cărei părţi reală şi imaginară 
sunt măsuri cu semn. a 


$: y t , 

4.3 Funcții măsurabile, integrale 

O funcţie f:(X,B) -> (R,B,) definită pe spațiul cu măsură (X,B) E 
este  măsurabilă dacă pentru orice mulțime B „cB „cR, f--(8_)eB A 
(contraimaginea prin f a oricărei mulțimi Borel din R este mulțime 2 
Borel în X) Bo 

Două funcţii sunt egale aproape peste tot dacă diferă numai pe o 
mulțime de măsură nulă. 

O funcție În scară pe (X,B) este o funcție definită pe o mulțime 4 l 
finită de multimi disjuncte din spaţiul cu măsură (KX,B) în modul 
următor; 


[ ki XEBy: T= 
: ; ` a E =. n (72) 
s: (X, B) -R six) | 0, xtÜ s, 
k=l 2u 
Integrala unei funcţii scară în raport cu u pe mulţimea X este: I 


29 


A. I.I! 


p([a])=p(Î la,a+-1))=limpy ([a,a+1))= 
n=Q n n-o n 
=limọ (ara -0) -p (a-0) =p (a+0-0) -p (a-0) =p (a) -p (a-0) 


g-o 






J T 
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sdp=9" art (By) (73) 
[jak 


Evident, 


[aw=u ta) (74) 
A 


Integrala unor funcţii nenegative f, măsurabile pe X este limita 
integralelor dintr-un şir nedescrescător de funcţii scară care 
aproximează pe f(x): 

s, (x) <8, (x) s...<8,(%)s..., lims, (x)=f(x), YXEX (75) 
n - -> 


Integrala unei funcții oarecare pe X, f=g-h, cu g>0 şi h20 este 
diferența integralelor din fiecare funcție (nenegative) în parte: 


fEdp=f gdp- [han (76) 
x x x 


Integrala există numai dacă fiecare din integrale există şi este 
finită sau cel mult una este infinită. De aici rezultă că 
integrabilitatea  Lebesgue-Stieltjes asigură şi  integrabilitatea 
modulului. 


v v ' v ' . 
4.4 Măsura generată de funcţia treaptă unitate (Heavyside) 

Funcţia treaptă unitate o(t) (o(t)=1 pentru t20 şi o(t)=0 pentru 
t<0) generează o măsură Lebesgue-stieltjes care "încarcă" cu 1 punctul 
t=0. 

Orice mulţime măsurabilă care nu conţine punctul t=0 are măsură 
nulă, u([0])=1 şi orice mulţime care conţine punctul 0 are măsură 1. 
în particular u(R)=1. 

O imagine intuitivă a acestei situaţii se obţine dacă ne închipuim 
axa reală ca un fir de greutate nulă: măsura generată de treapta 
unitate corespunde atagării în origine pe acest fir a unei "bile" 
infinit de mici cu greutate finită egală cu unitatea. Este evident că 
"greutatea" axei sau a oricărui segment care conţine originea este 
egală cu unitatea, după cum greutatea oricărui segment care nu conţine 
originea este nulă. 

Integrala unei funcţii oarecare, finită în origine, în raport cu 
această măsură se scrie: 
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[ete do (t) =£(0) (77) 


utilizând distribuţia 6(t) avem: 


[£te) date) =fElt)d(t)dt=f(0) (78) 


Formal, se pot scrie relațiile frecvent utilizate în manevrarea ca 
"funcție" a distribuţiei 6(t) a lui Dirac: 


do (t) _ ai : 
ZEL S(t); [ate at 1 (79) 


4.5 Măsuri generate de funcţii scară 


O măsură generată de o funcţie scară este o măsură discretă, care 
corespunde, conforn imaginii intuitive prezentate mai sus, încărcării 
axei reale, în fiecare punct, cu "greutăţi pozitive sau negative” egale 
cu valoarea saltului în punctul respectiv a funcţiei scară. 

Vom observa astfel că suma poate fi privită ca o integrală 
particulară în raport cu o anumită măsură. De exemplu suma 


N 
S-F flt) m (80) 
EN 


poate fi privită ca reprezentând integrala 


se t) dm(t) [ete ad (t-t,) dt= 
= N e (81) 
Ų JEt) mð (t-t) at- [Et mð (et dt=F f(t) m, 


unde funcția m care generează măsura este nulă de la minus infinit până 
la tı, constantă şi egală cu m, de la t,- la ta, constantă şi egală 
Cui Rith, de la t. la ta, 


1; Oasenvayre O măsură oarecare presupune "încărcarea" axei cu o 


densitate de "greutate" astfel încât măsura unui segment să poată 
fi asimilată cu "greutatea" acestuia datorată densităţii date de 
p în punctele de continuitate şi a "încărcărilor" cu "greutăți" 


s 


finite în punctele de discontinuitate ale lui p. 


SEMNA! 
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2. Exerw considerăm măsura u(t): 


t<i: 
p(t)=įt tel[1,2) 
1 t22 





m +m2 





Mt „+My H- 











Fig.1.5 Suma reprezentată ca o integrală în raport cu o 
anumită măsură. 


Calculăm integrala din f(t)=t pa intervalul [0,3] în raport cu 
măsura u definită mai sus. Avem succesiv: 
2- 


3 1- 
[edu (t) =f edu (t) vu (E) lenat f tdu (£) +th (E) len2+0 
9 o 1+ 


2 
=0 +14 [+2 (-1) =1+(2-2) -2=0,5 


4.6 Nuclee integrale 


Măsura Lebesgue-stieltjes permite exprimarea oricărui operator 
liniar utilizând un nucleu integral de forma K(t,s), adică: 


x(t)=fuls)K(t,s)ds=fu{s)dp,(s); pe(s)=]K(t,s)ds (75) 


Intuitiv, dar neriguros, un nucleu integral este generalizarea unui 
operator reprezentat printr-o matrice cu o infinitate numărabilă de 
linii şi de coloane: o matrice cu o infinitate nenumărabilă de linii 
şi de coloane. Subliniem că această imagine este complet neriguroasă 
şi analogiile,pe baza ei,pot conduce la concluzii eronate. Mai observăm 
că orice operator de acest tip poate fi considerat o funcţională 
dependentă de un parametru (în cazul nostru, t). 
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Aşa cum am arătat în capitolul "Mulţimi, relaţii, aplicații, 
structuri", o mulțime, în particular o mulțime de semnale, poate fi 
înzestrată! cu: 

- o structură algebrică (care permite definirea unor operații între 
elementele mulţimii şi/sau între acestea şi elementele unei alte 
mulţimi "peste care" este definită structura algebrică), 

- o topologie, deci o colecţie de submulțimi ale mulţimii iniţiale 
împreună cu operaţii specifice mulțimilor. Topologia, indusă de 


: + în legătură cu terminologia, în mod riguros, prin structură se 
înţelege mulţimea iniţială împreună cu operaţiile interne şi externe 
şi cu mulţimea "peste" care sunt definite acestea din urmă sau, în 
cazul topologiilor sau măsurilor, submulţimile corespunzătoare gi 
operaţiile admise cu acestea. Uneori însă se spune că o mulţime a fost 
înzestrată cu o structură, înțelegând prin structură numai operaţiile 
nou introduse sau submulţimile gi operaţiile admise cu acestea în cazul 
topologiilor sau măsurilor. 


ÎN i i 
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preferinţă de o metrică, permite definirea noţiunilor de vecinătate şi, 
prin intermediul acesteia a convergenţei şi continuității, 

- o măsură (câmpurile Borel, în particular câmpurile Borel ale 
dreptei reale cu ajutorul cărora s-a definit integrala). 

Analiza funcţională studiază proprietăţile mulțimilor în cara 
coexistă mai multe tipuri de structuri: algebrice, topologice şi 
măsuri. Cea mai utilă dintre suprapunerile de structuri este cea de 
spaţiu liniar în care se defineşte o topologie indusă de o metrică. 
Structura astfel obţinută este cea de spațiu metric liniar. Ea permite 
să se vorbească în acelaşi timp de independenţă liniară şi de 
convergenţă. în acest mod este posibil să fie considerate şi combinaţii 
infinite de elemente din spaţiul metric liniar. Spațiile cu un număr 
finit de dimensiuni sau chiar cele cu un număr finit de elemente (cum 
sunt câmpurile Galois) pot fi considerate drept cazuri particulare în 
care conceptele topologice sunt eventual inutile. 

în acest capitol prezentăm o serie de concepte de analiză 
funcţională legate în special de structura de spaţiu Hilbert. Avantajul 
esenţial al structurii de spaţiu Hilbert constă în posibilitatea 
definirii noţiunii de ortogonalitate între elemente şi, de asemenea, 
în faptul că produsul scalar generează o normă care, la rândul ei, 
generează o metrică. Aplicațiile între spaţii Hilbert au proprietăţi 
remarcabile tocmai datorită structurii specifice a domeniului şi 
codomeniului. aplicaţiei. Teoria operatorilor liniari pe spaţii Hilbert 
este bine pusă la punct. Pe de altă parte, există operatori uzuali 
definiţi pe spaţii Hilbert dar având codomenii care nu sunt spaţii 
Hilbert. în ceea ce priveşte tipurile particulare de operatori, este 
important de cunoscut proprietăţile unor operatori remarcabili între 
care cei autoadjuncţi şi cei unitari. 

Pentru fixarea, chiar şi formală a unor concepte, analogiile cu 
cazurile mai simple pot fi utile degi există pericolul interpretărilor 
simpliste. Ne referim în special la analogia cu operatorii care 
acţionează pe spaţii finit dimensionale şi care pot fi caracterizați 
prin matrice pătrate. Analogia operatorilor descrişi prin nuclee 
integrale sau distribuţionale cu aceşti operatori nu este valabilă 
decât formal, De asemenea, analogia cu numerele complexe, prezentată 
în partea finală a acestui capitol, este numai orientativă. 


1. ÛsservaTIE IMPORTANTĂ Toate conceptele de analiză funcțională din 
acest capitol precum şi cele de analiză spectrală din capitolul 
următor se regăsesc sub diferite forme în teoria semnalelor. Pentru 
generalitate, am adoptat formalismul matematic. Cititorul poate 
însă să privească conceptele prezentate în continuare drept 
concepte ale teoriei semnalelor: pentru aceasta este suficient să 
înlocuiască termenii de spaţiu liniar (normat, Hilbert etc.) cu 
























SEMNALE, CIRCUITE SI SISTEME 13-3 ELEKEHTE DE ANALIZA FUNCTIONALA 


spațiu de semnale gi termenul de element cu cel de semnal. 
Particularizările vor fi studiate detaliat în capitolele consacrate 
spațiilor de semnale. 


1. SPAȚII METRICE LINIARE, SPAȚII HILBERT 


1: SPATIU METRIC LINIAR Un spaţiu liniar topologic (L,t) este un 

spaţiu liniar L (peste un câmp de scalari, de obicei C), cu 
proprietatea că pentru orice elemente x şi y din L şi orice element a 
din C, (2,y)->x+vy şi (a,x)->ax sunt aplicaţii continue pe LxL respectiv 
pe CxL în raport cu topologia t definită pe L. (Poate fi utilă 
revederea noţiunii de continuitate.) 

Un spațiu liniar topologic pentru care topologia este indusă de 
o metrică d se numeşte spaţiu metric liniar şi se notează cu (L,d). 

Se poate demonstra că dacă metrica este invariantă, adică 
d(x,y)=d(x+p,y+p) pentru orice x,y,peX continuitatea în origine asigură 
continuitatea în orice punct. 


2. Bază NTR"UM SPAŢIU METRIC LINIAR o mulţime $=(...,0p,...) de 

elemente din L este o bază care generează spaţiul metric L dacă 
acesta constă din toate combinațiile liniare finite posibile formate 
cu vectori din $ precum şi din limitele tuturor şirurilor convergente 
care se pot construi cu elemente din $. Cu alte cuvinte L este 
închiderea mulţimii care constă din toate combinaţiile liniare, finite, 
posibile de vectori din €. 


Un spaţiu metric liniar va conţine două tipuri de elemente: 
- elemente care se exprimă drept combinaţii finite de elemente 
liniar independente €, (care fac parte dintr-o bază) din L: 


n 
x}, ad; (1) 
- elemente de forma: 
n =~ 
alia), aib a;®; (2) 


n 
dix: D aih:) -0, n=% 
z1 














e 


- „rr 7 W 
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3, Observar (1) în funcție de numărul (cardinalul) elementelor 
bazei, un spațiu poate avea dimensiune? finită sau infinită, 
numărul elementelor spațiului fiind infinit. 

(2) Spațiile cu dimensiune finită se tratează prin 
particularizare. Structura de spațiu metric liniar este avantajoasă 
prin faptul că asigură cadrul în care pot fi considerate elemente 
cu un număr infinit de componente. 

Este important să observăm că deşi, aparent, luarea în 
considerare a unui număr infinit de componente este nerealistă, 
conceptual, ea va fi extrem de utilă permițând studiul spațiilor 
cu dimensiune infinită. 


1.1 Norma 


O aplicaţie Í .| :L -> R* care satisface proprietățile: 


[x]20, ixļ=0 <=> x=0; 
jaxi=|a|. [x]; vxez, aez (4) 
lx+ylsixi+lyi, Yx, yel 


ge numeşte normă. Ea generalizează noțiunea de lungime din spaţiul 
euclidian. 

Norma permite compararea a două sau mai multe elemente din spațiul 
(L,d) din punctul de vedere al "lungimii" lor. Importanța deosebită a 
normei constă în faptul că ea induce o metrică prin relația: 


d(x,y) =lx-yl, Vx, y. EL (5) 


adică norma diferenței a două elemente dintr-un spațiu liniar normat 
este o metrică, spaţiul respectiv devenind spaţiu metric cu metrica 
indusă de normă. 

Un spațiu liniar normat (care este deci şi spațiu metric) se 
numeşte spaţiu Banach dacă este complet adică dacă orice şir Cauchy 
este convergent la un element al spaţiului (convergenţa fiind desigur 
înţeleasă în raport cu metrica indusă de normă). 

în particular, introducerea normei într-un spaţiu liniar de 
operatori permite definirea convergenţei operatorilor, concept util în 
aprecierea cantitativă a măsurii în care un şir de operatori se apropie 
de un operator limită. 


2 Prin dimensiune a spaţiului vom înţelege numărul de elemente ale 
unei baze. 
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1.2 Spaţii cu produs intern 
Generalizarea conceptului de unghi din spaţiul euclidian se face 
în analiza funcţională prin introducerea noţiunii de produs intern 


într-un spaţiu liniar. 
Produsul intern este o aplicaţie seschiliniară” <.,.>:LXL->C cu 
proprietăţile“: 


<x, y? =<y, XX" Wx, yEL; (6) 
<ax+tby, z) =a*<x, z>+b'<y, z? Wx, y, ZEL, Va, bec. 


din care rezultă consecințele: 


<ax, y? =a "<x, y?, <x ay?=a<x,y?, <Xx,0?=0 (7) 


an m n m 
<y> ax, Y by = D a (8) 
Da? Jj 2 37 ae; 11Y3 


în cazul în care: 


şi 


(1 <x, XxX? 20, (9) 
2) <x, x? =0 => x=0, 


produsul intern se va numi produs scalar, iar spațiul respectiv, spațiu 
prehilbertian. Se mai demonstrează” că: 
|<x, y? |2scx, 20> <y, y? (10) 


(inegalitatea lui Schwartz) ceea ce conduce la rezultatul fundamental 
că produsul scalar generează o normă pe baza formulei: 


lxl=y tx, x? (11) 
iar inegalitatea lui Schwartz se scrie: 
[<x y? P<sixllyi (12) 


Echivalentul cosinusului unghiului dintre doi vectori din spațiul 
euclidian este dat de expresia (în general complexă): 


3 0 funcţie de două variabile se numeşte seschiliniară dacă este 
liniară într-o variabilă şi antiliniară în cealaltă adică: 
f(ax,by)=a”bf (x,y) 


+ Asteriscul reprezintă conjugarea unui număr complex. 


5 Os<x+ay, X+ay)=cx, X? +A Ly, 0 tac, y? + la <y y? . 
în particular, pentru a=-<x,y>/<y,y> se obţine rezultatul enunțat.. 


"N | j 
| i | 
| | | A 
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E 
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SHNS = <x, y? 
= 13 
XA AY X, X? <y, y? $13) 


Doi vectori x şi y dintr-un spaţiu prehilbertian sunt ortogonali 
dacă şi numai dacă <x,y>=0. Se demonstrează că o mulțime de vectori 
ortogonali este liniar independentă. O astfel de colecție formează o 
mulțime ortonormată completă dacă $, şi $, sînt ortogonali pentru orice 
ij, KA =1, Vi gi nu există în L nici un vector x ortogonal pe toţi 
$.. Dacă 6=(...,0,,...) formează o bază în L, mulţimea ọ se spune că 
este completă. Se mai demonstrează că un spaţiu prehilbertian este 
separabil dacă conţine o bază ortonormată numărabilă. 


i. Baza RECIPROCĂ Fiind dată o bază oarecare ($,, i=1,2,...} 
într-un spaţiu cu produs intern, mulțimea (0,, i=1,2,...} se 

numeşte bază reciprocă a bazei ($,) dacă ; 
<0,, O sa î,k=1,2,... (14) 


Această relație permite determinarea vectorilor bazei reciproce în 
funcție de vectorii bazei inițiale. în cazul spațiilor finit 
dimensionale, determinarea vectorilor bazei reciproce (În total N? 
componente) se poate face prin rezolvarea sistemului: 

<0? "ðk 1,k=1,2,...,N (15) 


(sumele sunt finite). Constatăm că determinarea vectorilor bazei 
reciproce presupune rezolvarea unui sistem de N ecuaţii cu N 
necunoscute, adică inversarea unei matrice de dimensiune NXN. Remarcăm 
că dacă aranjăm componentele bazei directe (chiar dacă sunt în număr 
infinit) pe coloanele unei matrice gi componentele bazei reciproce 
conjugate pe liniile unei alte matrice, produsul celor două matrice 
este o matrice unitate (având toate elementele nule cu excepția celor 
de pe diagonala principală care sunt egale cu unitatea). 


2; ÎETERMINARTUL Grau Caracterul liniar independent al unui set de 

vectori {¢,}, i=0,1,...,N-1 (care ar putea constitui elementele 
unei baze) se poate verifica folosind determinantul Gram al vectorilor 
în cauză. Independența liniară a vectorilor implică faptul că 


egalitatea: 
N-1 


> «0.=0 (16) 
=0 


nu poate avea loc decât pentru valori nule ale tuturor constantelor q4. 
Luând succesiv produsul scalar al fiecărui vector $, cu ecuația de mai 
sus se obține sistemul de ecuații: 
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N-1 
Fe S1 brr b17 =0; RO Ipee e NL (17) 
=0 


Determinantul acestui sistem de ecuaţii este de forma: 
“o Qo? “bor $1? ss “o: Ọy-1? 


<s> <Q... <Q (18) 


<a 0> <br>... SỌy-11 Pui 
şi se numeşte Gramianul sistemului de vectori ($,). 


Independenţa liniară a setului de vectori (0,) este echivalentă, 
(regula lui Cramer) cu neanularea determinantului sistemului. 


1.3 Spaţii Hilbert 

Se numeşte spaţiu Hilbert un spaţiu prehilbertian care este complet 
considerat ca spaţiu metric (limitele tuturor şirurilor Cauchy care pot 
fi construite cu elementele sale aparţin spaţiului). Orice subspaţiu 
al unui spaţiu Hilbert este tot spaţiu Hilbert. 

Orice element x al unui spaţiu Hilbert separabil (care conţine o 
bază numărabilă) se poate exprima în funcţie de componentele unei baze 
$ (nu neapărat ortogonale sau ortonormate) astfel“ 


xE ab, (19) 


Mulțimea {a,} reprezintă spectrul elementului x în raport cu baza 
(0.)”, iar elementele a, se numesc coeficienți Fourier (generalizaţi) 
ai dezvoltării elementului x în raport cu baza ($,). 


1. OesenvarrI (1) Spațiile finit dimensionale cu produs intern sunt 
spaţii Hilbert căci baza are un număr finit de elemente şi nu se 
pun probleme de convergenţă. 

(2) Limitele de sumare pot fi luate 0, » sau —o, +% în funcţie 
de modul de indexare a elementelor bazei. Se cunoaşte faptul că 


£ Suma se face după un număr finit sau infinit numărabil ča valori 


ale lui i după cum spaţiul este finit dimensional sau infinit 
dimensional (dar separabil). 


7? Indiferent dacă baza este ortonormată sau nu. 


SENT! 


adi 


no 


92 
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mulțimile N şi Z sunt izomorfe căci elementele lui Z pot fi puse 
în corespondență cu cele ale lui N prin următoarea ordonare: 0, 1, 
-1, 2, -2, 3, -3,... În teoria semnalelor se vor întâlni des baze 
care se indexează, în mod natural, după elementele lui Z. 


2. DETERMINAREA SPECTRULUI (a,) 


a. În cazul spațiilor finit dimensionale, determinarea spectrului 
(a,) se poate face, în cazul bazelor liniar independente oarecare, prin 
rezolvarea sistemului de ecuaţii (17). 

b. Dacă se cunosc elementele (0,) reprezentând baza reciprocă bazei 
($,), determinarea spectrului, adică a numerelor (în general complexe) 
(a,) care intervin în dezvoltarea elementului x în raport cu baza ($,), 
se face luând succesiv produsul scalar al ambilor membri ai dezvoltării 
lui x cu fiecare element al bazei reciproce. Se obţine: 


<8,% L CRAPA. Te; p? & dau (20) 


adică: 


=<0,, Xy ag? UT d > $, <0, X% (21) 


în acest caz numărul de elemente al bazei poate fi finit sau infinit: 
fiecare element se determină independent. 

c. în cazul bazelor ortonormate (autoreciproce), avem f1,=6,, 
<0.:0x>=6ix, gi orice element se poate exprima sub forma: 


"E a$} bul, $<; 2> (22) 


1.4 Algoritmul de ortogonalizare Gram-Schmidt 


Plecând de la o mulţime numărabilă (în particular finită) de 
vectori liniari independenţi {X,,X3,...}, arătăm în continuare cum se 
poate construi o mulțime de vectori ortonormaţi (având, desigur, 
acelaşi cardinal) ($.,92,...). Algoritmul, cunoscut sub numele de Gram- 
Schmidt, constă în: 

- alegerea unui element u,=x, 

- normalizarea acestuia: 

$ =u, A ul 

- extragerea din elementul x, a componentei pe "direcţia" ¢, şi 
normalizarea vectorului rezultat: 

Uz Să 0. X20, Va=uz/ ual 

- extragerea din elementul x, a componentelor pe direcțiile $, şi 
a şi normalizarea rezultatului: 

Us =Xa <O, Xa <a Xa >va =u, A ual 
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~ extragerea din elementul x, a componentelor pe direcțiile 


$.4::-0x-a Şİ normalizarea rezultatului: 
k-1 


ură În SOX Di r=Uz/ lul (23) 


Se obţine astfel baza ortonormată (6,). 


u2 3 X2 
$ 
uras 
Fig.1.1 Reprezentarea grafică a principiului 


ortogonalizării Gram-Schmidt. 


1.5 Norma şi metrica într-un spaţiu Hilbert 


Proprietatea fundamentală a spaţiilor Hilbert este următoarea: 
într-un spaţiu Hilbert produsul scalar generează norma care, la rândul 
ei, generează metrica, pe baza formulelor: 


[xl=/<X, x>, d(x, y) =ļx-yļ=y x-y, x-y? (24) 


Orice spațiu prehilbertian incomplet poate fi completat pentru a 
deveni spaţiu Hilbert*, prin adăugarea tuturor limitelor şirurilor 
fundamentale din L şi, bineînţeles, definirea produselor scalare dintre 
aceste limite. Astfel spaţiul L` (completatul spaţiului L) devine 
spaţiu Hilbert, produsul scalar al elementelor adăugate definindu-se: 





= se poate demonstra următoarea teoremă: Fie (S,d) wi spaţiu 
metric oarecare (incomplet). Există un spaţiu metric complet (8-,4) 
numit completatul spaţiului S astfel încât scs-, iar S este dens în S~. 
Spaţiul S este unic determinat până la o izometrie (transformare care 


nu modifică distanţele şi care transformă giruri Cauchy în givwi 
Cauchy). 


SE 


A 


î a di 8 



























baadi 


SENHALE, CIRCUITE SI SISTEWR 13-10 ELEMENTE BE ANALIZA FUNCTIONALA 
<x, y liM Ap Yn: x=lim(x,). y=lim(y,) (25) 
pie Bee me < 


Este evident că L este dens prin definiţie în 1 (care va fi notat 
în continuare cu H). 


1. TEOREMA TAI PARSEVAL Unul dintre cele mai importante rezultate 
privind spaţiile Hilbert este teorema lui  Pargeval: Dacă 

={.. ejr) este o bază ortonormată (numărabilă) într-un spațiu 

Hilbert geparabil, atunci orice element xeH satisface relatia’: 


|x= f <en x |? (26) 
Za | n X| 


Avem 


n 


n 
x=limx„=limý a, unde Xa” e abs 
a 1 


n-a ba 


n n 
peah = Car EE awed a4p= (27) 


n n Pa £ 
p? > axa; bpi > axa du” e la, [2 


şi, datorită continuității normei pentru x,->x când k->e, obținem 
rezultatul care constituie teorema lui Parseval. 

Dacă  interpretăm ultimul membru ca o normă în spaţiul 
coeficienţilor aj, constatăm că teorema lui Parseval reprezintă 
conservarea normei. Esenţa acestui rezultat este legată de faptul că 
transformarea lui x în spectrul său, în raport cu o bază ortonormată, 
este o transformare unitară (care păstrează norma). 

Un alt rezultat, care generalizează teorema lui Parseval, este: 


<x, y> p? abur alp 0, Ps y? (28) 
1 


Dacă interpretăm suma ca produs scalar în spaţiul componentelor a, 
şi by, constatăm că relaţia (28) reprezintă conservarea produsului 
scalar în domeniul transformat, corepunzător aceleiagi transformări 
unitare reprezentată de trecerea la spectru. 


? Remarcăm că această relaţie este echivalentul teoremei lui 
Pitagora generalizată la un spaţiu cu o infinitate numărabilă de 
dimensiuni, 
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1.6 Teorema proiecției în spații Hilbert separabile 
Dezvoltarea unui element dintr-un spațiu Hilbert separabil în 
forma: 


era (29) 
D ahr 


poate fi trunchiată obținându-se elementul Xin) de forma: 
n 


Xa ab (30) 


care este proiecția lui x pe subspațiul M, generat de baza ortonormată 
Dys k=1,2,...n. Vom interpreta elementul Xp) Ca fiind o aproximare cu 
un număr mai mic de dimensiuni a elementului x. Dorim să arătăm că Í x- 
za) este minima adică aproximarea lui x cu un element din subspaţiul 
M este optimă în cazul în care această aproximare este constituită 
chiar de proiecția elementului x pe subspaţiul M, (teorema proiecției). 

Considerăm alt element 9 din Mi şi calculăm distanța dintre x şi 

Xg: 
x l=] (X-X (a) ) + (Xo Xin) P= 
=< (X-X in) ) - (oo) e (XX) - (XX) >= (31) 
CX (n) e XX (n) > CX (n) e Xo Xin? 
CX -X n) XX) > + <Xo -Xin Xo Xin? 

Observăm că termenii din mijloc sunt nuli deoarece (X-X; p) )aparţine 
complementarei lui M, iar (Xy-x/|) aparţine lui M, şi cum cele două 
subspaţii sunt ortogonale, produsele scalare dintre elemente aparţinând 
unor subepaţii ortogonale sunt nule. Rezultă că 

|x= Poli r tlx, “Xin P (32) 


şi se vede că İ z-x| este minimă dacă xp=x,). în concluzie, cea mai 
bună aproximare a unui element dintr-un spaţiu Hilbert cu un element 
dintr-un subapațiu al acestuia este proiecția lui x pe subepaţiul 
respectiv. Teorema lui Parseval conduce la rezultatul: 


1 cu alte cuvinte, nu există o aproximare mai bună într-un 
subspaţiu cu număr mai mic de dimensiuni pentru un element dat decât 
proiecția sa pe subepațiul respectiv, Invers, o aproximare din ce în 
ce Bai bună a unui element se obține adăugând componente pe subepaţii 
suplimentare, fără a le modifica pe cele determinate iniţial. 














H e wy 
K d : 
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n 
(x) P-Ş la, |? (33) 


care ne permite aprecierea erorii pe care o facem aproximând pe x cu 
Xin) prin norma diferenței dintre elementul x şi elementul Zin)? 


Ix-Xin) P= L la,|? (34) 
1 


=B+1 


Dacă într-un spaţiu Hilbert se pun în evidenţă două sau mai multe 
subspaţii ortogonale (Y a€A şi beB, <a,b>=0 sau x,eM, <x% 240 pentru 
k+)) atunci H este suma directă a celor două respectiv n subapații 
astfel încât orice element xza+b cu a€A şi beB respectiv x=2ă, 
satisface "teorema lui Pitagora": 

ixP=ļa}P +ib; acA; beB, H-AỌ®B; 
n 


35 
kii? lxi; XM, H-H. (35) 
zi k 


1.7 Suma directă de spații Hilbert 


Discuția de mai sus a vizat posibilitatea de a pune în evidență 
subspaţii Hilbert într-un spațiu Hilbert dat, acesta din urmă fiind 
suma directă de subspații (ortogonale) ale sale. 

Ne punea în continuare problema inversă: cum putea construi un 
spaţiu Hilbert "mai mare" din spaţii Hilbert date. Dispunem de o 
mulţime de spaţii Hilbert {H} unde k poate fi considerat, pentru 
început ca aparţinând unei mulţimi finite sau numărabile degi, mai 
târziu, cardinalul mulţimii de spaţii Hilbert va putea fi, în anumite 
condiţii, de puterea continuului. 

Definim spaţiul Hilbert H ca sumă directă a spaţiilor Hilbert H, 
ESH , elementele spaţiului H fiind secvenţe ordonate de elemente din 
spaţiile H, (proiecţiile pe Hg): 

a (Xe ae enra mezi AEH; HeH H=®H,. (36) 


cu condiția 


> talas co (37) 
zí 


Produsul scalar în spațiul H=eH, se defineşte prin: 
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<x, y? 292 CX YD n (38) 
1 


= 


gi induce în mod natura] norma 


|x= $ izda = > CX XD a, (39) 
1 i 
respectiv metrica 


d(x,y) = > d? (x. Yg) a È CX Yki Xk Yk? H, (40) 


Pentru un k fixat, în cazul spaţiilor Hilbert H, separabile, un 
element x„eH, se scrie, în funcţie de vectorii unei baze ortogonale din 
H, în forma: 


wE irsi Xk? (41) 


în particular, elementele spaţiilor H, pot fi funcţii de una sau mai 
multe variabile. 


1. ObservaTIE Se poate vorbi de sumă directă şi în cazul 
proiecțiilor oblice adică a proiecțiilor pe subspaţii având baze 
neortogonale. Astfel, suma directă a subspaţiilor H, şi H, conţine 
toate elementele x=x,+x2, X,€H, şi x„€H, unde x,=P,x este proiecția 
(oblică) a lui x de-a lungul lui H, pe H,,iar x„=P„x este proiecția 
(oblică) a lui x de-a lungul lui H, pe subspaţiul H.. Desigur, în 
cazul proiecţiilor oblice nu mai este respectată "teorema lui 
Pitagora" în forma (35). 


2. Bxeurzu Considerăm un circuit electric compus dintr-un număr 
finit de elemente uniport interconectate între ele. Este cunoscut 
faptul că energia“: disipată pe fiecare ramură a circuitului se 
scrie ca produs scalar sub formă de integrală: 


> energia (în sens fizic) consumată sau debitată într-un interval 
de timp fixat T este integrala puterii instantanee pe acel interval de 
timp. în cazul unei ramuri dintr-un circuit puterea instantanee p(t) 
consumată de ramură este produsul dintre tensiunea la borne şi curent: 
P„(t)=u„(t)1,(t) sensurile tensiunii şi curentului fiind aceleaşi. 


N 
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E= fult) i lt)dt=<üp ip (42) 


unde u„(t) şi i„(t) reprezintă tensiunea respectiv curentul"? pe 
ramura k, asociate cu acelaşi sens. Dacă definim vectorul 
tensiunilor respectiv curenților circuitului prin: 


u, (t) i, (t) 
u, (t) da G w| 

ult) ` ilt) < (43) 
u(t) i tt) 


constatăm că energia totală disipată de circuit se poate scrie ca 
produs scalar al vectorilor u(t) şi i(t) din spaţiul Hilbert 
obținut ca sumă directă a spațiilor corespunzătoare fiecărei 
ramuri: 


Erota" $ <uplt), ipl(t)>=<u(t),ilt)>=0 (44) 


Această energie este nulă deoarece legea conservării energiei 
trebuie să fie respectată: energia debitată de sursele din circuit 
egalează energia consumată în elementele disipative. 


Procedeul poate fi generalizat şi pentru o familie nenumărabilă de 
spaţii Hilbert (H) indexată după parametrul À. Fie p(A) funcţia 
generatoare a unei măsuri Lebesgue-Stieltjes pe axa reală. Considerăm 
familia F=(x,) cu x,EH, cu condiţia ca Palag (4) să fie o funcţie 
măsurabilă în raport cu funcţia generatoare a măsurii, p(À), adică 


fira Pap (A) <o (43) 


Clasa {...,F,...} tuturor acestor familii este spaţiu liniar în 
raport cu operațiile de adunare F+G=(x,+y,) şi înmulţire cu scalari 
aF=(ax, ). Definim în acest spațiu produsul scalar a două elemente prin: 


CP, G> g= xy mdp (A) (44) 


Spațiul astfel obținut este integrala familiei de spații Hilbert 


12 Considerate de pătrat integrabil. 
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Spaţiul dual al unui spaţiu Hilbert poate fi organizat ca spaţiu 
liniar normat dacă se defineşte norma funcţionalei F, ca fiind norma 


lui g: 
IFgI= Isi (57) 
Această definiţie este naturală căci se poate scrie: 
IF (x) = |<g, 2 |stel. bd (58) 


şi, din inegalitatea lui Schwartz, rezultă că valoarea constantei K 
este chiar norma lui g. 

în particular, dacă spaţiul Hilbert este separabil, forma generală 
a unei funcţionale liniare continue pe H este: 


F(x) -5 a. (59) 


n=l 


unde 2, sunt componentele lui x în raport cu o anumită bază din H 
(care, din separabilitatea lui H, rezultă că este numărabilă). 


2.3 Funcţionale seschiliniare pe spații Hilbert 

Produsul scalar este o funcţională seschiliniară (biliniară în 
cazul spaţiilor Hilbert reale definite peste R) adică o aplicaţie care 
duce perechi de vectori x gi y din H în valori numerice f(x,y) 
-satisfăcând relaţiile: 


f(a,x, tax: y) =a f(x,y) +az f(xy) (60) 
F(x, b y, +baYa) =b, £ (x, y1) +b £ (x, Yz) (61) 


Prin urmare, o funcţională seschiliniară este liniară într-unul 
dintre argumente şi  antiliniară în celălalt. © funcţională 
seschiliniară (biliniară) este mărginită dacă există un număr real K 
astfel încât: 


|E 0e, y) I<Ktl. i (62) 
Cea mai mare limită inferioară pentru K reprezintă o normă pentru 
funcțională: 
Įfj=inf{K: |f(x,y) |< .iyh = 
beilt]: P pe af (63) 


Orice operator definit pe un spaţiu Hilbert permite definirea unei 
funcţionale seschiliniare după formula: 
£ (x, y)=<ax,y> (64) 


O funcțională pătratică este o funcțională  seschiliniară 


UD 
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(biliniară) pentru care x=y: 
Ex (x, X) =<Ax, x? (65) 


Dacă funcţionalele liniare erau, pentru un spaţiu Hilbert, în 
corespondenţă  biunivocă cu elementele spaţiului,  funcţionalele 
pătratice sunt în corespondenţă biunivocă cu operatorii definiţi pe 
spaţiul Hilbert H: 

f(x) =<x, Ax) (66) 


Cum operatorii liniari formau un spațiu liniar normat, în mod 
natural, funcţionalele pătratice formează un spațiu liniar normat cu 


norma : 
Ella (67) 


deci izometric cu spaţiul operatorilor liniari. 


2.4 Aplicaţii diferenţiabile 


Calculul diferenţial are drept obiect studiul proprietăţilor locale 
(asociate vecinătăţilor unui punct dat) ale aplicaţiilor 
diferenţiabile. 

în principiu, diferenţiabilitatea unei aplicaţii se referă la 
posibilitatea înlocuirii acesteia într-o vecinătatea a unui punct 
printr-o aproximaţie afină** numită diferenţiala aplicaţiei considerate 
(mai general, aplicaţia respectivă poate fi polinomială). 

în cazul funcţiilor reale de variabilă reală se pot lua în 
consideraţie următoarele două definiţii pentru introducerea derivatei 
unei funcţii: 

a. existenţa unei limite finite a expresiei: 

lim£(*+h) -f (x) 


h-0 


(68) 


b. posibilitatea descompunerii de forma: 
oy 2L =0 (69) 


f(x+h) -f(x)=A(x)h+a (x, h), lim " 
9 


definițiile fiind echivalente. în cazul aplicaţiilor între spații 
vectoriale oarecare, generalizarea definiției a. conduce la noțiunea 
de derivată după o direcție în timp ce generalizarea definiției b. 


1% O aplicaţie afină este o aplicaţie de forma A(x)=ax+b cu a gi 
b constante nenule. Contrar aparențelor, o astfel de aplicaţie nu este 
liniară căci A(x,+x2)*A(x,)+A(x2). Aplicația A(x)=axłb este liniară 
numai dacă b=0. 
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conduce la noţiunea de derivată tare. Astfel, dacă limita 
A(x+eh) -A(%) , _ GA (x) 
e-0 g =Jh (70) 


există, ea reprezintă derivata aplicației A după direcția h în punctul 
x. Dacă pentru orice hex, există derivata după direcția h în punctul 
x, aplicația: 


h- DA ta) =A (x, h) (71) 


se va numi prima variație în sensul Lagrange a lui A în punctul x dacă, 
în plus, A(x,h)=-A(x,-h). 

Dacă A admite în punctul x o primă variaţie şi, în acelaşi timp, 
există un operator liniar şi mărginit T,:X, -> X, astfel încât 


OA A 
3 (x) =T,h (72) 


atunci T, se numeşte derivata Gâteaux a lui A în punctul x şi are loc 
egalitatea: 
A(x+th) =A (x) +tTh+a (x, h), limg (x,h)=0, (73) 
hag 


Dacă, în vecinătatea punctului x, aplicația A se poate scrie sub 
forma: 


A{x+h)=A(x)+T,(A(x}))h+a«(x,h), h-0 => a (x, h)-+0, (74) 


unde T„:X, -> X, este un operator liniar şi mărginit, acesta se 
numeşte derivata Fréchet a aplicaţiei A în x. Derivatele Gâteaux şi 
Frechét coincid dacă derivata Gâteaux există şi este continuă în 
punctul considerat. 
Pentru o funcție f:R” -> R, teR şi heR": 
£(x+th) f(x th, Xattha, sa +Xat th) (75) 


df (x, h) i iia le-o" 


=E (x) h + (x) h,= <V„£ (%) , h> ii 
E Bata e i A af (x), 


adică diferenţiala lui f este produsul scalar între gradientul lui f 
gi be, 
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2.5 Mininizarea unei funcţionale 


1; ÎRTREMELE ŞI GRADIEKTUL În cazul funcţiilor reale de o singură 
variabilă reală, determinarea extremelor se face aflând valorile 
pentru care derivata se anulează şi examinând funcţia în punctele 
respective pentru a se stabili dacă ele corespund unui maxim sau minim 
sau, eventual, numai unui punct de inflexiune. în cazul funcţionalelor, 
deoarece ele depind de vectori, se poate pune problema variaţiei 
acestora după o direcţie. Astfel, particularizând la funcționale 
consideraţiile făcute în paragraful anterior, definim derivata după 
direcţia h (lhl =1) în punctul x a unei funcţionale f(x) prin formula: 
D,f (x) elim-£(xtsh) -F (x) (77) 


t-0 e 





Un punct de extrem X, al unei funcţionale corespunde anulării 
derivatei direcţionale în x, pentru toate direcţiile h. 

în cazul funcţionalelor liniare care sunt, aga cum am mai arătat 
de forma <g,x>, derivata după direcţia h este: 


Daf (x) Lim LADJ ag, h>; įihi=1 (78) 


e~o 


Se observă că, analog cazului funcțiilor de variabilă reală, 
derivata este independentă de x. 

în cazul funcţionalelor reale, vectorul în raport cu care se 
exprimă derivata direcțională ca produs scalar se numeşte gradientul 
funcţionalei. 

Vectorul h se exprimă în raport cu baza ortonormată din H în forma 


> apy  Ihi=1 -+ Şase. (79) 
x 


în continuare, dacă D f(x) este continuă în x pentru orice h, avem 
Df (x) 2 ady, E (x) = 


= a aa e (80) 
> <b> D,E (x) p> <h, onest, VO 
unde vectorul: 
VE=$ na NDE (X) (81) 
K 
este gradientul funcţionalei care poate depinde de x, dar este 
independent ce h. Din inegalitatea lui Schwartz se obține: 
|D f (x) |=|<V£, H> |s{VEiih VE] (82) 


egalitatea având loc pentru h proporţional cu gradientul funcționalei 
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f când derivata direcţională are o valoare maximă egală cu norma 
vectorului gradient. Această observație este utilizată în tehnicile 
numerice de determinare a extremelor funcționalelor pe baza evaluării 
valorilor funcţionalelor în direcția vectorului gradient în puncte 
consecutive. Este utilizată ideea că cel mai rapid mod de a atinge un 
extrem este de a face "pagi" în direcția vectorului gradient care 
corespunde variației maxime a funcționalei. 


2: Fore PATRATICE În cazul funcţionalelor pătratice (funcţionale de 
forma <x,Ax>), derivata direcţională este: 


Dup (x) = = dm Ceh, A+ Aa? = CX, A? «cp, Ax? + <x, Ah) = 
=<h, AX +<A*h, x)= h, Ax) +<h,A*x?=<h, (A+4A*) x> 


(83) 


unde A” este operatorul adjunct al operatorului A. 
Gradientul unei funcţionale pătratice generate de operatorul A 
depinde de x şi are forma: 


Vf=(A+A*) x; (84) 


astfel încât: 
D,f (x) =<h, Vf (x) > (85) 


O clasă mai generală de funcţionale cuprinde funcţionalele care 
sunt combinaţii liniare de funcţionale liniare şi pătratice: 


fox, AX? +< X, 9), aD aă,; > B393 (86) 


O condiție necesară pentru ca x să fie extrem al unei astfel de 
funcționale este ca: 


D,£ (x) =<h, VÊ? =0 (87) 


adică: 
De-a aee T AAN ai (88) 


în concluzie, constatăm că extremizarea funcţionalelor care sunt 
combinaţii liniare de funcţionale liniare şi pătratice conduce la 
ecuaţii liniare cu nuclee autoadjuncte. Dacă nu există funcţionale 
liniare, ecuaţiile sunt omogene şi nu au soluţie decât în cazul în care 
A+A” este singulară. Dacă A este şi autoadjunct, atunci, într-un punct 
staționar, f=0. 
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3. OPERATORI LINIARI 


O transformare liniară T:A -> B pentru care A=B se numeşte operator 
liniar. Operatorii liniari sunt deci transformări liniare particulare 
T:A->A având domeniul şi codomeniul incluse în A. Nu este obligator ca 
T să fie definit pe tot A şi nici să ia toate "valorile" din A. Am 
folosit ghilimelele pentru a atrage atenția asupra faptului că 
elementele lui A nu sunt numere ci, în cazul aplicațiilor din teoria 
semnalelor, funcții sau chiar distribuții. 

Mulțimea tuturor operatorilor liniari care pot fi definiţi pe un 
spațiu liniar normat A, L(A,A) formează ea insăşi un spaţiu liniar 
normat în care norma se defineşte la fel ca În cazul transformărilor 
liniare oarecare. 


3.1 Algebra normată a operatorilor 


Faptul că un operator liniar duce elementele unui spaţiu liniar în 
elemente ale aceluiaşi spaţiu permite definirea unei noi operaţii în 
spaţiul operatorilor: compunerea operatorilor. Astfel spaţiul E(A,A) 
devine o algebră normată (în general necomutativă) în raport cu suma 
şi multiplicarea (compunerea) operatorilor ca legi de compoziţie 
internă şi multiplicarea cu scalari din C ca lege de compoziţie 
externă. Elementul unitate (având şi norma egală cu 1) este operatorul 
identitate 

IX=X, XEA (89) 


Dacă un operator T este bijectiv el se numeşte nesingular şi are 
proprietatea că admite un operator invers notat prin T-* existând 
relaţiile 

7 caci al cs 3 
(I este operatorul identitate). 
Un operator T având norma finită se numeşte operator mărginit. 
Norma unui operator satisface proprietăţile: 


erai] ; 
TRISTRAN (90) 
IZARisIni IE 
într-adevăr, 
(T+T) xi=17,x*+ Taxis T a ATi UT 4720) (xl) (91) 
şi 


(7, Taxis 17. HTx iTr T d (92) 


Cele două inegalităţi sunt, în ordine, inegalităţile lui Minkowski şi 
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Schwartz. 
în particular, 


p pub]? < 





1 
el”: 1sp<e (93) 





Fel 


Fenger ge] ao (34) 





A Ei i 
(ferara) >d [invau)?-( arcu)? 1sp<o (95) 
x } x / xX 
1 i 
e | ? 4 Gi q ii 
Jr [erau] (facu), a (96) 


vom utiliza cu precădere formulele valabile pentru spaţii Hilbert 
respectiv p=q=2., 


3.2 Subspații şi elemente invariante ale unui operator 
Liniar 
în spaţiul în care acţionează un operator liniar T pot exista 
subspaţii S pentru care xeS -> Txes. în particular, subspaţiile pot fi 
unidimensionale: elementele x (vectori proprii) ale acestor subspaţii 
suferă sub acţiunea operatorului T numai o multiplicare cu o constantă 
care se numeşte valoare proprie* ataşată vectorului propriu x, adică 
are loc relaţia: 
TX=ĂX (937) 


Din proprietatea de liniaritate a operatorului t rezultă că orice 
vector propriu multiplicat cu o constantă complexă oarecare este tot 
vector propriu corespunzător aceleiaşi valori proprii. 

Se poate vorbi astfel de subspaţii invariante ale operatorului în 
cauză: acţiunea operatorului asupra unui vector propriu nu produce 
ieşirea din spaţiul invariant. în cazul unor operatori care au un mare 
număr de vectori proprii liniar independenţi se poate pune problema 





16 Este posibil ca, unei aceleiaşi valori proprii, să-i corespundă 
n vectori proprii liniar independenţi; în acest caz se spune că 
valoarea proprie are ordinul de multiplicitate n. 
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exprimării tuturor elementelor spaţiului (întreg) in care acţionează 
operatorul dat ca o combinaţie liniară de vectori proprii. în acest 
caz, acţiunea operatorului asupra oricărui element din H se va exprima 
tot ca o combinaţie de vectori proprii (operatorul va schimba doar 
ponderile acestora). Cazul cel mai favorabil este acela în care 
vectorii proprii ai unui operator generează tot spaţiul H: aceştia sunt 
numiţi operatori simpli. 

Pe de altă parte, dacă un operator oarecare se poate descompune în 
operatori elementari ale căror vectori proprii generează spaţiul H, 
acţiunea operatorului iniţial se va determina uşor prin suprapunerea 
acţiunilor (simple) ale operatorilor constituenți asupra vectorilor 
proprii. Această chestiune va fi tratată mai în detaliu în capitolul 
dedicat analizei spectrale. 


3.3 Adjunctul unui operator 


Ne referim, în continuare, la operatori liniari mărginiţi definiţi 
pe spaţii Hilbert separabile. Fie T un astfel de operator. Prin 
definiţie, operatorul T”, adjunctul lui T este operatorul (unic, pe 
baza teoremei lui Riesz) definit pe H care satisface relaţia: 

<x, Ty) =<T*x, y?, Vx, yeH. (98) 


în acest fel, în clasa tuturor operatorilor liniar şi mărginiți 
având domeniul H s-a definit o nouă operaţie (unară) numită involuție 
(analogă conjugării în € şi notată la fel) prin care se asociază 
fiecărui element T un element T~”. 

Generalizarea conceptului de operator adjunct şi la operatori 
nemărginiţi nu mai este posibilă căci nu mai poate fi folosită teorema 
lui Riesz pentru a demonstra existenţa lui T”. Totuşi, se poate defini 
un operator adjunct (cu aceeaşi formulă) dar numai pe un subspaţiu 
(dens) din H. 

Dacă notăm cu A şi B doi operatori, au loc relaţiile: 

A”=A, A+B)"=A"+B”, 
(aA)"=a"A", AB)"=B"A”, 
I"=I, (A”)a=(A-2)* 
şi, dacă există, 
lim Aa =(lim A)”. 

Se poate arăta că matricele (sau, mai general, nucleele integrale) 
corespunzătoare operatorului direct şi celui adjunct sunt una conjugata 
transpusă a celeilalte. 

De asemenea, pentru operatorii simpli, vectorii proprii constituie 
o bază care generează tot spaţiul Hilbert iar vectorii proprii ai 
operatorului :djunct reprezintă baza reciprocă; valorile proprii ale 
operatorului :djunct sunt complex conjugatele valorilor proprii ale 
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operatorului direct. 


3.4 Operatori autoadjuncți şi operatori pozitivi 

Operatorii pentru care T=T” se numesc operatori autoadjuncţi. Un 
operator T este autoadjunct gi mărginit dacă şi numai dacă 

<x,Tx> este real oricare ar fi xEeH. 

Operatorii nemărginiţi pentru care T=T* (pe domenii restrânse din 
W) se numesc de asemenea autoadjuncţi. 

Operatorii autoadjuncţi au vectori proprii ortogonali, valori 
proprii reale iar matricele (nucieele integrale) care le reprezintă 
sunt hermitice adică invariante la conjugare şi transpunere. 

Operatori autoadjuncţi sunt (pentru T oarecare) T+T”, j(T-T"), TT” 
de AIR i 

Condiţia necesară şi suficientă ca T să fie autoadjunct este ca 
funcţionala pătratică <Ta,z> să fie reală Vxen. 

Un operator autoadjunct se numeşte pozitiv dacă şi numai dacă 
<x,Tx>20 Vxen. TT” şi T“T sunt pozitivi. 


+ 


3.5 Operatori izometrici şi unitari 


Un operator V este izometric dacă |v- xl, VxeD, unde D, este 
domeniul lui V. Operatorii izometrici lasă produsul scalar invariant 


şi reciproc, orice operator care lasă produsul scalar invariant este 
izometric. 


într-adevăr, 
a. Dacă <Vx,Vy>=<a,y>, Vx,y atunci, evident | vxi 4 xl. 
b. Dacă V este izometric, avem, pentru z=x+y: 


|zi:=1xf2+|yf?+2Re<x, y? (39) 


gi 
Ivix+ty) P=<V(a+y) , V(eey) > =x +y P +2Re< Vx, Vy? (100) 


Cum V este izometric trebuie să aven: 


Re< Vx, VX? =Re<x, y? (101) 
Luând z=x-jy, se arată analog că 
Im<Vx, Vy =ImM<x, y? (102) 
gi prin urmare: 
<Va, Vy>= <x, y> (103) 


Un operator izometric având domeniul de definiţie tot spaţiul H se 
numeşte operator unitar. Mulțimea operatorilor unitari peste in spaţiu 
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Hilbert H formează un grup de transformări numit grupul unitar peste 
H. Acest grup constituie o generalizare a grupului de rotații şi 
simetrii din spaţiul euclidian tridimensional pe care îl include ca 
subgrup. 


1. PROPRIETĂŢI ALE OPERATORILOR URITARI 
Operatorii unitari sunt mărginiţi (K din definiţia normei este 1): 


jUxi=i>], => Ul=a; (104) 
gi invariază produsul scalar: 
<Ux, Uy? =<x, y?, Yx, yeH (105) 
Domeniul lui U”" este întreg spaţiul H deci U este inversabil şi 
UU=UU =I (106) 
Punând y=Ux, avem: 
[U*yl=10"Uxi=17xi=lai=t0xi=byi, (107) 


de unde rezultă că şi U”* este izometric gi mărginit. Mai precis, 
| u-4 =1. 
O proprietate deosebită a operatorilor unitari este legată de 
operatorul adjunct. Deoarece <Ux,Uy>=<x,y>, rezultă: 
<x, y? =<Ux, Uy? =<U"Ux, y? =< Ix, y? (108) 


adică: 
U*U=I, => U*=y1 (109) 


în concluzie un operator U cu domeniul D,=H este unitar dacă gi 
numai dacă U”U=UU”=I de unde rezultă că U-:=u* şi | u-4 = ul =1. orice 
operator unitar este izometric şi, fiind operator normal (v.3.6) 
particular, are vectorii proprii ortonormali. Se poate arăta că un 
operator pe un spaţiu Hilbert este unitar dacă şi numai dacă transformă 
orice set ortonormat complet (numărabil) (...,$,,...) în alt set 

ortonormat complet (numărabil) (...,$,,...) adică: 
<i Q; =0 => <Wþ;, Ubi? = <i> =0 (110) 


Astfel, operatorii unitari furnizează mecanismul prin care se pot 
transforma bazele ortonormate în alte baze ortonormate. 

între operatorii unitari şi cei autoadjuncţi există relaţii de 
forma: i 

U=(A+3I)(A-jI)-*, U=(1+jB8)(1-jB)-2 sau U=exp(]C) 

unde A,B,C sunt autoadjuncţi. 

Condiţia necesară şi suficientă ca un operator unitar să fie gi 
autoadjunct este U=U”=U”2 adică UU”2=U2=7, 
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Doi operatori T, şi T, se numesc unitar echivalenți dacă există un 
operator unitar U astfel încât: 
LEU U (111) 


3.6 Operatori simpli şi operatori normali 


Un operator este simplu dacă vectorii săi proprii pot constitui o 
bază pentru spaţiul Hilbert în care acţionează operatorul. 
Un operator este normal dacă satisface relația: 


| Nz) ANA, xen. 


Condiţia necesară şi suficientă ca un operator să fie normal este 
ca el să comute cu adjunctul său: NN"=N"N. în acest caz există 


relațiile: 
| aa daH dale, ladda. 


Dacă A şi B sunt normali atunci A”, AA, A+B, A" sunt normali. 

Orice operator normal se poate scrie sub forma A,+jA, cu A, şi A, 
autoadjuncţi şi comutativi iar A”=A,-jA, şi reciproc. De asemenea, un 
operator normal se scrie unic în forma N=MU cu M pozitiv şi U unitar, 
comutativi. 


t: Qasenvazre Există mulți operatori normali particulari 
remarcabili, V, care satisfac relația <Vx,Vy>=K<x,y> unde K este 
o constantă. Aceşti operatori diferă foarte puţin de operatorii 
unitari şi pot fi trataţi într-unul din următoarele moduri: 


a. Operatorul, modificat prin împărţire cu R*2, devine unitar; 


b, Produsul scalar se redefineşte înmulţit cu factorul 1/R; 
c. Produsul scalar se păstrează, dar baza se consideră doar 
ortogonală, nu gi ortonormată: 0,=K$, sau $,=K0,, 0, şi 0, fiind 
baza directă respectiv reciprocă, astfel încât <0,,6,>=6,,. 


Importanţa deosebită a operatorilor normali constă în aceea că ei 
sunt singurii operatori ai căror vectori proprii (invarianţi) sunt 
ortogonali. Două categorii remarcabile de operatori normali sunt 
operatorii autoadjuncți şi operatorii unitari. 
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Fig.1.2 Operatori (0) în spații Hilbert separabile: S=simpli, 
N=normali, H=hermitici (autoadjuncţi), D=cu valori proprii distincte. 


2. PROPRIETĂTI ALE OPERATORILOR RORMALI 

=- valorile proprii ale operatorului adjunct sunt conjugatele 
valorilor proprii ale operatorului direct, iar vectorii proprii sunt 
aceeilaşi şi 

- vectorii proprii corespunzători unor valori proprii distincte 
sunt ortogonali??, 

într-adevăr, dacă considerăm un operator normal N gi Ari, două 
valori proprii distincte corespunzătoare vectorilor proprii x, şi x}. 


Avem: 
CN" XX CX NX) CX AX) = 
Ă 1 i A i 1 i să i = (112) 
=Å CX XS CĂX X> > N AXĂ 
gi 
AX Xp =X; AX) > CX NX) = Gii 


=KN' Xg, Xp =CAIX a Xp SAX Xp) 


17 Desigur, aceste proprietăţi sunt satisfăcute, în particular, 
de operatorii autoadjuncţi şi de cei unitari. 
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de unde rezultă: 


(As) Sir X420, > <X XD 0 inj (114) 


3. OBSERVATIE Operatorii normali sunt mai generali decât cei 
autoadjuncți prin faptul că, spre deosebire de cei autoadjuncţi, 
yalorile proprii nu sunt cu necesitate reale degi vectorii proprii 
sunt, în ambele cazuri, ortogonali. 


3.7 Analogie între operatorii liniari şi numerele complexe 


între operatorii liniari gi numerele complexe se pot stabili o 
serie de analogii. Departe de a fi perfecte (complexitatea operatorilor 
nu se poate compara cu cea a numerelor complexe), aceste analogii pot 
constitui o metodă de a fixa mai bine o serie de concepte legate de 
operatori. 

Prezentarea analogiilor o vom face în tabelul următor care pune în 
evidenţă o corespondenţă de tip "dicţionar" între diferite tipuri de 
operatori şi clase de numere complexe. 

Remarcăm, în special, analogia dintre operatorii autoadjuncţi şi 
numerele reale precum şi cea dintre operatorii unitari şi numerele 
complexe situate pe cercul unitate din planul complex. 
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Operatori liniari oarecare A 
A=X+)Y, X,Y autoadjuncţi sau 


A=MU=U,M,, M, M,, pozitivi, 
U, U, unitari (necomutativi)** 


i Operatori liniari autoadjuncți 
| A=A” 

Operatori liniari 
| (autoadjuncţi) pozitivi A>0 








Operatori unitari U, |u =1 
U=exp(jA) sau 
U=(I+jB)(I-jB)7> sau 
U=(C+3I) (C-jI)”*; 
A,B,C, autoadjuncţi 


Grupul operatorilor unitari 





Operator normal oarecare N 
N=MU=UM (comutativi), 
M pozitiv, U unitar 





Algebra normată cu involuţie a 
operatorilor: 

la da Hal, la <l allal, 
laal =|ajlal , la 20, aec 

lal =0 <=> a=0, Iji =1, ladd al 
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Numere complexe z 

z=xtjy, x,y reali sau 
z=r.exp(j$), r>0, ọ real, 
lexp(j$) |=1 


Numere reale 
x=x" 


Numere (reale) pozitive 
xX>0 


Numere complexe z, |z|=1 
=exp(jġ) sau 
z=(1+jb)/(1-jb) sau 
z=(c+j)/(c-j); 

0,b,c, reale 


Grupul multiplicativ al nume- 
relor complexe de modul 1 
(cercul unitate) 


Numere complexe z 
z=|z|earst=» ; 
|z1>0, lemet |=1 


Algebra numerelor complexe, 
norma fiind modulul, iar 
involuţia, conjugarea complexă 


28 pesigur că analogiile nu sunt perfecte, între altele, algebra 
numerelor complexe este comutativă în timp ce algebra operatorilor nu 
este. De asemenea, algebra numerelor complexe este o algebră cu 
diviziune (orice element cu excepţia elementului nul este inversabil) 
lucru care nu este, în general, adevărat în algebra operatorilor, 
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Analiza spectrală este un capitol de analiză funcţională şi are 
drept scop studiul modului de acţiune a operatorilor pe diferite spații 
liniare metrice (topologice). Ideea de bază este aceea de a descompune, 
atunci când este posibil, un operator într-o sumă sau integrală de 
operatori mai simpli (proiectori) care acționează pe subspații 
invariante, în particular unidimensionale, ale spațiului inițial. 
Operatorii de proiecție vor reprezenta, astfel, o clasă importantă de 
operatori legați de descompunerea semnalelor în semnale elementare. 

în cele ce urmează ne vom referi cu precădere la teoria spectrală 
a operatorilor autoadjuncți şi unitari în spații Hilbert separabile. 
Motivele sunt legate de aplicațiile imediate în teoria semnalelor şi 
sistemelor şi de posibilitatea creerii unor analogii în vederea 
înţelegerii principiilor valabile în cazuri mai generale. 

Pentru fixarea ideilor să remarcăm că spaţiile Hilbert separabile 
sunt generalizarea imediată a spaţiilor cu un număr finit de dimensiuni 
între care spaţiul euclidian tridimensional reprezintă un punct de 
plecare pentru analogii intuitive. Aşa cum am mai arătat, analogiile 
nu sunt însă perfecte. Există o teorie a vectorilor şi valorilor 
proprii în contextul spaţiului Hilbert. Pe de altă parte, sunt 
operatori remarcabili ai căror vectori proprii nu aparţin spaţiului 
Hilbert pe care sunt definiţi. Tratarea riguroasă a acestor situaţii 
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se poate face în context distribuţional. Astfel, considerarea 
distribuţiilor este absolut necesară în legătură cu teoria semnalelor 
şi sistemelor analogice. Câteva concepte privind distribuțiile precum 
şi un formalism al tratării acestora sunt prezentate în partea finală 


a capitolului. 


1. OPERATORI DE PROIECTIE, REDUCTIBILITATE 
1.1 Operatori de proiecție 


BEE Derti O clasă importantă de operatori definiţi pe un spaţiu 
Hilbert H o constituie clasa operatorilor de proiecție. Operatorul 
de proiecţie ortogonală pe subspațiul ACH, P,:H->ACH asociază fiecărui 
element xeH un element veA, numit proiecția lui x pe A, prin relaţia 
x=y+2 unde z este ortogonal pe A. Cu alte cuvinte elementul y face 
parte dintr-un subspaţiu al spaţiului H. Evident, dacă x este ortogonal 
subspaţiului A căruia îi este asociat operatorul PA, Pa(x)=0. 
Descompunerea lui x relativă la subspaţiul A este unică (teorema 
proiecției), iar P, se numeşte operator de proiecţie sau proiector pe 
A. Elementul z=x-y face parte din complementul ortogonal B al lui A 
adică din mulţimea tuturor vectorilor ortogonali lui A. Astfel, spaţiul 
H este suma directă (ortogonală) a subspaţiilor A (domeniul lui P,„) şi 


B (spaţiul nul al lui PA): H=A9B cu ALB. 
Utilitatea operatorilor de proiecţie constă în faptul că permit 


stabilirea unei corespondențe naturale între subspaţiile spaţiului 
Hilbert şi operatorii de proiecţie pe aceste subspaţii: unui operator 
de proiecţie îi este asociat în mod unic un subspaţiu şi invers. 


2 OBSERVAȚIE Operatorii de proiecţie care duc un element din H în 
componente ale sale din subspaţii neortogonale ale lui H sunt 


proiectori "oblici". 


3; PROPRIETĂŢI Proiectorii sunt operatori autoadjuncţi (P=P"), 
idempotenţi (P2=P) şi pozitivi. Ei satisfac relaţiile: 


leil dad, 
| p(a)l 2=<x,Px>, 
OSPSI. 


Se demonstrează că dacă P este operator de proiecție şi P(x)=x,, iar 
x=x,+x, acțiunea inversului operatorului P+ĂI cu AEC asupra lui x se 


poate scrie: 
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XX 
Îi A 


Limita oricărui şir monoton de proiectori este tot proiector. 

Mulțimea proiectorilor poate fi pusă în corespondenţă biunivocă cu 
mulţimea operatorilor unitari autoadjuncţi prin relaţia: 

U -> P=(U+I)/2 

unde U este unitar autoadjunct, iar I este operatorul unitate. (Evident, 
dacă U”U=U?=I atunci P=P"=P2 şi reciproc.) 

Dacă P este proiector, I-P este tot proiector. Dacă P şi Q sunt 
proiectori şi P+Q este tot proiector, atunci PQ=0P=0. 

în spaţiile Hilbert separabile, operatorii de proiecţie ortogonali 
sunt reprezentaţi de clasa matricelor diagonale, având pe diagonale 
numai elemente egale cu 0 sau 1 (şi evident toate elementele 
nediagonale nule). 


(P-A1) 1x= (1) 


4. ÎxeMPLE Prezentăm operatorii de proiecţie ortogonală din spaţiul 
euclidian tridimensional R*. Reamintim că acest spaţiu este spaţiu 
Hilbert în raport cu produsul scalar 


CX, YD = <Ix, +g +t EOG, iy, +y +Ky = 
XV toată, unde (2) 
xX=ix, +]J +kx; Yy=iy +yz +ky;; 
i,j,k, sunt versorii triedrului ortogonal de referinţă şi satisfac 
relaţiile: 


<I, D=], DR, Pa 


3 
III, Dc BR, DIR, J> = (3) 


Vectorul x admite deci descompunerea: 
3 x, XI: RE (4) 


în acest caz există următoarele posibilităţi de proiecţie a 
vectorului x pe diferite subspaţii: 
P;x=ix,; PX=Jx;; PA=EX,; 
si St pt 2 (5) 
PX IX +g; Pae jx +o; PaX=ix +k. 
astfel încât vectorul poate fi exprimat în funcție de diferiți 
proiectori În modul următor: 


X=P; X+P; X+P, X=P; jX+P X= P, Xt +P;X=P; X+ PX. (6) 


| d m 


SENFALE, 
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se afl 
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1.2 Reductibilitatea operatorilor şi spaţii invariante 


Fie T un operator arbitrar în spaţiul Hilbert H având domeniul D, cH 
şi fie A un subspaţiu al lui H având proprietatea că dacă xeD„NA atunci 
TXEA, în acest caz se spune că A este un subspaţiu invariant al 
operatorului T. 

Dacă D„=H, A este invariant dacă T duce pe A in el însuşi. Dacă T 
este un operator în H cu domeniul D, şi A este invariant în raport cu 
T, atunci se poate defini operatorul T, pe D pa“D NA care este 
restricţia lui T care aplică Dea în A. Vom numi T, partea lui T care 
se află în A. 

Dacă T admite spaţii invariante se spune că T este reductibil sau 
că A reduce pe T sau încă, T este redus de A. În caz contrar T este 
ireductibil. 


1; RzDUCTIBILITATE COMPLETĂ Un operator T:H -> H cu domeniul D, se 
numeşte complet reductibil dacă şi numai dacă este redus de un 
subspaţiu A astfel încât atât A cât gi A,, complementul lui A, sunt 

subspaţii invariante ale lui T. Se poate deci scrie: 
T=TAPT,, (7) 


obținându-se că operatorul T este suma directă a două părţi: T,CTP, şi 
TAaaCT(I-P,) (Pa este proiectorul definit pe A) având domeniile DNA şi 
DNA. Mai precis, acţiunea operatorului T asupra unui element x din 
D,» se poate scrie ca acţiune a lui T, dacă x€A, ca acţiunea lui Tan 
dacă x€ea, şi, în sfârşit, ca acţiune a lui T, şi Tan dacă x are o 
componentă 1, în A şi una Xan în A: 

TX= TaXa* TAXA, (8) 


2; Ermer în cazul spațiilor finit dimensionale, un operator 
reductibil de două subspaţii este reprezentat de o matrice de 
forma: 

[a1] [N] (9) 


T= to] [P] 





iar un operator complet reductibil de două subspaţii se scrie sub 


forma: 
r ™ x (10) 
[0] [P] 


Generalizările la mai multe spaţii, inclusiv la cazul spaţiilor 
infinit dimensionale sunt imediate: matrice superior triunghiulare 
sau diaconale având un număr finit sau infinit numărabil de 
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elemente.  Constatăm că  reductibilitatea asigură o anumită 
"decuplare" (parţială sau totală, în cazul reductibilităţii 
complete) a relaţiilor care definesc acţiunea operatorului. 


3. Vecronr ŞI VALORI PROPRII Să ne închipuim următoarea situaţie: 
operatorul T acţionează în spaţiul Hilbert separabil H şi este 
redus de subspaţiul A,cH care are o singură dimensiune. Prin urmare, 
acţiunea lui T asupra unui element din A, duce tot la un element din 
A,. Cum însă A, este unidimensional, rezultă că elementul TX, 
corespunzător elementului x,€A, este proporţional cu x,, căci toate 
elementele din A, sunt de forma ax, cu un x, arbitrar (sunt generate 
de un singur element). Aceasta înseamnă că, pentru x,€A,, Tx,=Â,ă,. 
Evident dacă x„=ax,, Tx„=Tax,=Ą,ax,=Àx„. Numărul (complex) À, se 
numeşte valoare proprie, iar orice vector din A, se numeşte vector 
propriu al lui T corespunzător valorii proprii A,. Observăm că, pentru 
un element arbitrar x din H, componenta care se află în A, este 
proiecția lui x pe A, deci relaţia corespunzătoare vectorilor proprii 
se scrie: ` 
PP, XA, Phx, XEH. 


Reamintim că operatorii ai căror vectori proprii generează tot 
spaţiul Hilbert sunt operatorii simpli, iar operatorii simpli ai căror 
vectori proprii sunt ortogonali sunt operatorii normali (| Nx! A xl sau 
NN"=N"N) între care operatorii autoadjuncţi sunt operatori normali 
particulari. 

O clasă particulară de operatori simpli este clasa operatorilor 
degeneraţi care au un număr finit de vectori şi valori proprii, spaţiul 
Hilbert pe care sunt definiţi fiind finit dimensional - eventual un 
subspaţiu al unui spaţiu Hilbert. 

Acţiunea unui astfel de operator se poate exprima ca sumă a 
acţiunilor operatorilor de proiecţie pe cele n "direcţii" ale 
spaţiului, ponderate cu valorile proprii corespunzătoare vectorilor 
proprii care generează spaţiul”: 


rxy T Mab D dace, D rr. (11) 


Generalizarea la cazul infinit dimensional corespunde operatorilor 
normali compacți pentru care: 


2 semnificațiile notaţiilor: , şi 0, sunt elementele bazei 
respectiv bazei reciproce şi în acelaşi timp vectorii proprii ai 
operatorului T respectiv ai operatorului adjunct(v. nota 2 de subsol), 
À, sunt valorile proprii ale operatorului T, iar q,, spectrul 
elementului. x în raport cu baza (0,). 


SEXI! 


O 1D 


yr 
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mx- Be hab DAO, i par, G2 


în sfârşit, operatorii necompacţi, dar autoadjuncţi sau unitari se 
pot exprima în forma: 


T= ȚAdP(A) (13) 


unde P(/) reprezintă o familie de operatori de proiecţie depinzând de 
variabila reală À numită scară spectrală şi despre care se vor face 
câteva consideraţii într-un paragraf ulterior. 


2. OPERATORI IN CONTEXT SPECTRAL 
2.1 Diade 


O diadă (produs extern a doi vectori) este un operator de proiecţie 
particular, notat a><b care transformă un vector x din spaţiul Hilbert 
H într-un vector <b,x>a deci într-un vector proporţional cu vectorul 
a, factorul de proporţionalitate fiind produsul scalar dintre vectorul 
b şi vectorul x. O diadă transformă tot spaţiul Hilbert într-un 
spaţiu unidimensional: spaţiul generat de vectorul a. 


da OBSERVAȚIE în cazul spaţiilor Hilbert finit dimensionale, 
operatorul este descris de matricea: 


ab: Mi ee a 


abi a,b ..: abn 
ax<bz| i TF. (14) 


abi a,b ... a ba 
iar în cazul spațiilor infinit dimensionale separabile, matricea 


are un număr infinit de linii şi coloane, cu restricțiile care vor 
fi discutate în (2.2.1). 


Utilizând conceptul de diadă putem interpreta descompunerea unui 
element al unui spațiu Hilbert în raport cu o bază dată ($,) ca o sumă 
de componente rezultate din acţiunea unor diade asupra elementului x. 
Astfel, dezvoltarea: 
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E EL E (15) 
2 2 <0; 


poate fi interpretată ca rezultând din multiplicarea la stânga a lui 
x cu operatorul identitate scris astfel: 


Iy 90, (16) 


Se constată că este avantajoasă utilizarea formalismului Dirac 
"bra-ket" (despre care se dau câteva amănunte la sfârşitul capitolului) 
pe baza căruia relaţia anterioară se scrie: 


git) Xu id u (17) 
al 


elementul x fiind 'un element "ket" (care "aşteaptă" acțiunea unui 
operator "bra" "flămând" !). Remarcăm asocierea componentelor 
vectorilor a> ("ket") şi <b ("bra") cu coloanele respectiv liniile 
diadei. 

Un operator de tip diadă de forma 0,><0, reprezintă operatorul de 
proiecție pe spaţiul (unidimensional) generat de 9, "de-a lungul" 
complementului său (neortogonal) generat de mulțimea (Due Şi având 
drept factor de proporţionalitate, valoarea componentei pe direcţia €, 
a elementului proiectat. 

Dacă t,, reprezintă matricea unei transformări liniare T relativă 
la baza ¢,, atunci reprezentarea diadică a operatorului este: 


"E (o, tip) (18) 
într-adevăr, 


a, tabl (02 p? t1303) a > tb, (19) 


adică acţiunea operatorului asupra oricărui element al bazei este 
aceeaşi. 

în cazul în care baza 4, (neortogonală) este reprezentată de chiar 
vectorii proprii ai operatorului A, presupus a avea valori proprii 
distincte, À,, acţiunea acestuia asupra unui element x se poate scrie: 


Ax) Aj $>? oo) 20, <0, 2> p7 LI NASITE. S} (20) 
“i =1 - 


9, fiind vectorii bazei reciproce (vectorii proprii ai operatorului 


SENTA 


adju 


se T 
Reme 


da 
Hil 


tra' 


sep: 
scr 


est 
de 


Dac 


TI) 





SEMNALE, CIRCUITE SI SISTEME 14-8 ELENEATE DE ARALIZA SPECTRALA 
adjunct?). Reprezentarea: 


A-F Ab, <0 (21) 
3 1®; i 


se numeşte reprezentare spectrală a operatorului A. 
Remarcăm formalismul care pune în evidenţă conceptul de diadă. 


2.2 Acţiunea unui operator liniar şi mărginit într-un spaţiu 
| Hilbert (bază ortonormată) 


Consideraţiile care urmează sunt o particularizare a celor de mai 
sus în cazul bazei ortonormate. Datorită importanţei subiectului reluăm 
tratarea în ipoteza ortogonalităţii bazei. Considerăm un spaţiu Hilbert 
separabil. în raport cu o bază ortonormată (ţi), un element xEH se 
scrie: 


PP 77 pa 


x=} $;<; xX? (22) 
L i$: 


” 9 


să observăm că operatorul care duce elementul x în elementul a0, 
3 este operator de proiecţie ortogonală pe spaţiul unidimensional generat 
: de ġ,: 
| Px=0<0 x> (23) 


l Dacă notăm cu I operatorul unitate putem scrie: 


Der E D P,x (24) 
=l =1 


adică x este suma proiecţiilor sale pe subspaţiile determinate de Q, 
iar operatorul unitate este suma operatorilor de proiecție ortogonală: 


ry P, (25) 


relaţie care constituie aşa numita rezoluție a unităţii. 


2 într-adevăr, dacă 9, şi 0, reprezintă baza directă, formată din 
vectorii proprii ai operatorului A, respectiv baza reciprocă, se poate 
scrie: 

<4 “9, ' $p =<0,, 46, =<0,, Ap =A<0,, $p =130+3 
SA10 O> =A 03, O> =A ð 
deci A“0,=4,”9,. 
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i 165 Cpnaronr LINIARI ŞI MĂRGINIŢI PE SPAŢII HzBeRr SEPARABILE 
Forma generală a operatorilor liniari şi mărginiţi pe spaţii Hilbert 
separabile este reprezentată de o matrice cu un număr infinit de linii 
şi de coloane, ale cărei elemente a, satisfac condiţia”: 


EIE aand ca Vă, k=1,2,...e, Î [e |2<c0. (26) 
„i 1 1 


într-adevăr, dacă considerăm un element al unui spaţiu Hilbert 
descris în raport cu o bază ortonormată $, în forma: 


pic Pai:  xl= [Ş Jel? (27) 


datorită liniarităţii, acțiunea operatorului A se transferă asupra 
vectorilor bazei care devin $,: 


sasi E Vox (28) 


Cum însă $, se pot exprima în raport cu aceeaşi bază 6, în forma: 


wE Qax (29) 


rezultă că: 
Axe D tdan D2 airh x) (30) 


Condiția de mărginire a operatorului (| axl <%) devine: 


SE] Baia fse (31) 


Din nefericire, pe de o parte, mulți operatori utilizați în teoria 
semnalelor sunt nemărginiți şi, pe de altă parte, operatorii 
nemărginiți nu pot fi reprezentaţi prin matrice nici măcar pe spații 
Hilbert separabile. 0 clasă particulară de operatori nemărginiți o 
constituie operatorii închişi: operatori pentru care convergența 
simultană a şirurilor (14) şi (Tx„) implică faptul că x rămâne în 
domeniul lui T, iar limita lui Tx„ este TX. 





> Particularizarea pentru un număr finit de dimensiuni este 
imediată. Toate clasificările matricelor patrate (unitare, hermitice, 
simetrice etc.) din analiza elementară corespund unor cazuri 
particulare de operatori pe spații finit dimensionale. 
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2. OBSERVAŢIE în cazul operatorilor mărginiţi şi, în particular, 


finit dimensionali, liniile matricei [a,,] pot fi considerate 
elemente din H care, prin conjugare şi luare succesivă a produsului 
scalar cu vectorul asupra căruia acţionează operatorul A produc 
elementele vectorului rezultant. De exemplu, pentru un operator 
finit dimensional: 


- * + 
ĉu X. 
* * Li 1! 
a21 Gaza ++: Gan Laz: X? 
Aixi =[y] = [x] = (32) 
<an X? 
* * + 
În: än? --- äm 


Acțiunea unui operator A, liniar şi mărginit, într-un spațiu 
Hilbert se poate descrie în două moduri: 

- prin precizarea modului în care se modifică elementele bazei; 

- prin precizarea modului în care se modifică proiecţiile pe 


elementele $,. 
Dacă notăm $, =A0, avem: 


Ax= AŞ 7753 aA ($i) PLA? (33) 


Pe de altă parte, oricare , aparţinând spaţiului H se poate scrie: 


s5 2,0, as Yo (34) 


Vka 


în continuare: 


yaey a ayb D SS aaj, D Bt, (35) 


unde 


J a D by vo bau saj a> (36) 


Rezultă :ă acțiunea operatorului A asupra elementului x se scrie: 
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arD D eta v ou (37) 
nl i» 


Cum, în cazul bazelor ortonormate, produsul scalar a două elemente 
x şi y din H se scrie: 


<X, =y, 273 B> = 


E => Bbb > ap 7 a:p=<a,B> 


Produsul scalar între x şi Ay este: 


<x, A4y>=5 ajf a = «ja =" aty,=<0, yY? (39) 
y > 92 13b} 292 1 14P3 > ifi Y 


Folosind operatorul adjunct A” avem: 


ca, pi Sai S w r (40) 
X, y p92 iā;4bj LÈ ai) By 


sateni (a;i) “Bi. (41) 
a1 


(38) 


şi: 


Constatăm că acţiunea operatorului adjunct constă din conjugarea 
şi transpunerea matricei a,, care îl reprezintă. 

în general, conjugarea unei expresii de forma <x,Ay> se realizează 
prin inversarea ordinii elementelor şi trecerea la adjunct pentru 
operator: 

<X,Ay> =<y,A >. 

să facem în continuare apel la conceptul de reductibilitate a 
operatorilor. Vom presupune că operatorul A este simplu şi normal 
(vectorii săi proprii generează tot spaţiul H şi sunt ortogonali). în 
aceste condiţii, acţiunea operatorului A asupra elementelor x exprimate 
în raport cu vectorii săi proprii este 


> 7753 aA ($) p? ahd y upy Bd, (42) 


unde am ţinut seama de relaţia 
A0,=1Â,0%, (43) 


Prin urmare 8,= 0,4, şi cele două puncte de vederea prirul legat 
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de transformarea ,-urilor şi celălalt de transformarea a,-urilor 
coincid. în acest caz se spune că operatorul A este diagonal. în 
notație diadică, un operator normal diagonalizat se reprezintă astfel: 


L A$: <Q; (44) 


2.3 Norma unui operator definit pe un spațiu Hilbert 
separabil 


Aga cum am mai amintit, mulțimea tuturor operatorilor definiți pe 
un spațiu Hilbert dat poate fi el însugi organizat ca spațiu liniar 
normat în raport cu o normă. Această normă poate fi definită,de exemplu 


prin: 
ļaļl=inf{K | ļaxįskixį} (45) 


Vom arăta că, dacă se utilizează vectorii şi valorile proprii ale 
operatorului A, norma se poate defini în funcţie de aceştia în modul 
următor : 


ajya a 
=l 
într-adevăr, 


jal=/<A4x, Ax? = 3» aba J Ab = 33 aia 443923 SRR 


[E punteusță Al E laba 


Operatorii mărginiţi satisfac deci relaţia 
> [A |2<x<ee (48) 
ri 


şi sunt denumiți operatori Hilbert-Schmidt. 


Fs OasERvAȚIE Operatorii de tip Hilbert-Schmidt pot fi reprezentaţi 
şi sub forma: 


(E =[K(c,s) x(t) ar (49) 


în care nucleul integral satisface condiția: 


d 
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tz.) Parce (50) 


Orice operator Hilbert-Schmidt poate fi exprimat deci fie ca 
sumă a unei serii fie ca o integrală. 


2, Funciar DE UN OPERATOR Fie A un operator simplu cu valorile 
proprii Å, şi vectorii proprii care formează baza 10,) (baza 
reciprocă fiind (0,)). Sunt valabile relaţiile: 


AZ, eL 140 <83; 
A "E URE A10: <6, 


Prin definiție, o funcție f de operatorul A, f(A) este operatorul: 
f(A) p f(À:) > <0, (52) 


(51) 


care există în ipoteza că f, privită ca funcție de variabilă complexă, 
este analitică într-un domeniu care conține valorile proprii 4,4. în 
particular, 


Mea, App <8,: 


53 
die) e1:'9, <0; ici 


Reţinen faptul că vectorii proprii ai unei funcţii de un operator 
f(A) sunt aceiaşi cu vectorii proprii ai operatorului inițial, în timp 
ce valorile proprii sunt f(Å,). 

în anumite condiţii se poate vorbi şi de serii de operatori, 
probleme de convergență etc. De exemplu, dacă norma operatorului A este 
strict subunitară, ||A||<1, are loc relația: 





L” -> (I-a) (54) 
0 
deoarece dacă ||A||=a cu a<1 şi definim şirul de operatori Bn, 
n n 
hg aă, IBY ax (55) 
9 9 
e 1 
limi8,|<1im$” a*= 56 
limi al ling 1-a ( ) 
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Cum B„-AB, = I-A”*1 gi A"*1->o, rezultă că B,„(I-A)->I, adică: 


Bu->(I-A)"2. 


2.4 Exprimarea semnalelor şi operatorilor sub formă de 
nuclee integrale 


Reprezentarea unei funcţii ca o combinaţie liniară de alte funcţii se 
generalizează, pentru cazul utilizării unei mulțimi infinit 
nenumărabile de funcţii "elementare", indexate după un parametru care 
ia valori pe toată axa reală, prin adoptarea dezvoltărilor integrale: 


x(t)=fuls)$(t,s)ds (57) 
prin analogie cu 
x(t)=9 a$, (t) (58) 
3 KY 


Formula integrală de mai sus poate fi interpretată intuitiv în două 
moduri: 

- semnalul (funcţia) x(t) se exprimă ca o combinație de semnale 
elementare ţ(t,s) finite având ponderile infinit aici u(s)ds; 

- semnalul x(t) se exprimă ca o combinaţie de semnale elementare 
infinit mici ţ(t,s)ds având ponderi finite u(s), parametrul s fiind 
real. 

Densitatea spectrală u(s) se poate determina utilizând baza Q(s,t), 
reciprocă bazei formate din semnalele liniar independente ¢{t,s) care 
satisface relaţia 


fets, t)$(t,9)=8 (s-0) (59) 


unde 6 este simbolul dnteiubiai Dirac astfel: 


uls) foi s,t)x(t)dt (60) 


în particular, dacă nucleul ¢{t,s) este autoreciproc, 
O(t,s)=0(t,s). 
Acţiunea unui operator T asupra lui x(t) conduce la funcţia 
v(t)=Ta(t) care se poate exprima prin 
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y(t=[visete, s)as=[u(s)y tc, s) as (61) 


unde v(s) este densitatea spectrală a lui y în raport cu acelaşi set 
de funcţii de bază,iar ţ(t,s) reprezintă acţiunea operatorului asupra 
elementelor bazei $(t,s), $(t,s)=Te(t,s). 

Pe de altă parte, elementele ț(t,s) se pot exprima în funcţie de 
vectorii bazei $(t,s) în forma: 


y(£,s)=]i(0,3)$(£,0)do (62) 
unde 
A(0,s)=f0(0,t)y(t,s)at (63) 


în aceste condiţii, y(t) se scrie succesiv: 


y(t) =Tx(t)=fu(s) 4 (t, s) ds= 


è a i (64) 
fuls) fà la, s)ġ(t,o)dods=fvlo)ġ (t,o) do; 
unde 
vlo)=fàlo,s)u(s) ds (65) 


Situația cea mai favorabilă de acțiune a operatorului T este aceea 
în care vectorii bazei sunt vectori proprii ai operatorului adică 


T(t, s3)=å4(s)¢(t,s) (66) 


Este evident că 
v(g)=å(g9)u(3) (67) 


adică densitatea spectrală a lui y(t), v(s) se obţine prin Înmulțirea 
densităţii spectrale a lui x(t), u(s) cu A(s). 








SEMNALE, CIRCUITE SI SISTRNE 14-a 6 RLEKEATE DE ARALIZA SPECTRALA 


2,5 Familii de operatori 


Considerăm, în continuare, o familie A, de operatori atagați unui 
operator dat A, conform definiției: 
A= (A-I) (68) 
Observăm că operatorii din familia indezată după valorile 
variabilei complexe A, nu există pentru valorile proprii ale 
operatorului A: 
A0,=4,%, => (A-4;I)ġ;=0; ġ;#+0 => AFA A4I=0, (69) 


deci operatorul respectiv nu are invers. Deci valorile proprii ale unui 
operator sunt valorile À pentru care operatorul (A-AI) nu are invers. 
Totalitatea acestor valori formează spectrul operatorului A.Precizăm 
că problemele matematice legate de spectrele operatorilor în cazuri 
generale implică aspecte delicate de analiză funcţională şi nu vor fi 
tratate nici măcar informativ. 

Utilizarea vectorilor şi valorilor proprii în utilizarea 
operatorilor mărginiţi pe spaţii Hilbert separabile permite scrierea 
într-o manieră elegantă şi unitară a unui mare număr de expresii 
cuprinzând operatori. Dăm câteva astfel de exemple: 


f(A) x: “Di (4) Pace D, AERLE PE (70) 
A2=A (A(x) ) =A 92 A20) E AP Aia 4, (71) 
A” (x) pS Aipa, A300; (72) 
A” E dp ie (73) 
-x= i x= 
ri i 
(A-ÀI) p? APA Pa), (AÂ) PX (74) 
Apei m (4-A) e), a Păi Asi, (75) 
4 
AA == (4-A) l- -å -57 )= 


n es a (76) 
a-4D CP a) => a= A 
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Ai, -Ar =(Aa Aa) TA, A, (A-AA Ai, (77) 
AA, =A A=A (A-A LI) *= (A-AI+AI) (A-AI) 2=I+AÂ4, (78) 


Mai observăm că <y,A,x>=g(4) este o funcţie de variabila complexă À. 


2.6 Scara spectrală 


O mulţime de proiectori P, depinzând de un parametru real i, 
formează o scară spectrală dacă sunt satisfăcute condiţiile: 

a. OB => PuSPa (PaPa=PaPa=P.) 

b. P, „o2P; (P, sunt continui la stânga) 

c. limP,=0 (P.X=0, P.20), (79) 


À=- 


=I) 


ta 


da. limP;x=x (P,X=X, P 


A“. 

Dacă A este un operator liniar autoadjunct de tip Hilbert-sSchmidt 
având valorile spectrale (reale) A, ordonate crescător (valorile minimă 
şi maximă fiind finite), sumele parţiale: 


> ARD Pe X> =E,X (80) 
F 


definesc o scară spectrală E, care reprezintă proiecții pe un şir 
ascenden. “ie subspaţii ortogonale. Să remarcăm că proiectorii simpli 
P, nu definesc o scară spectrală. 

în cazul operatorilor Hilbert-Schmidt spectrul este format dintr-un 
set numărabil de valori complexe având suma pătratelor modulelor 
finită. Din nefericire, mulţi operatori uzuali nu sunt de tip Hilbert- 
Schmidt. Generalizarea modului de tratare al operatorilor de tip 
Hilbert Schmidt pe spaţii Hilbert separabile la operatori necompacţi 
este posibilă pentru operatorii autoadjuncţi şi cei unitari. 

Conceptul de scară spectrală se generalizează prin luarea în 
considerare a unei familii de operatori indexată după valorile 
variabilei reale À care generează o familie de operatori de proiecţie 
P, analogă celei prezentate în cazul operatorilor Hilbert-schmidt. 
Proprietăţile familiei sunt identice ce cele prezentate anterior pentru 
cazul numărabil, singura deosebire fiind aceea că A poate lua orice 
valoare reală. 

Formal, generalizarea constă în înlocuirea sumelor cu integrale, 
familia de operatori P, generând o măsură Lebesgue-Sieltjes 
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(4) =P (4) F =<x, P(4) x (81) 


adică: 


Aa=jàdP,; I=jdP, (82) 
A D 
OE L OYE Y EEE o Sashar!) e z 
AKT AGIEVAIX) i AX, g AQSH A) X, 9? (83) 
D D 


pentru orice g. Avem de asemenea, 


<x, AX) =|A<x, dP, x? = | Ap (A) (84) 
J % 
2 SEARA caca ELAN Aa iaz [za ID za nai [ar AD 
XDA E EVA) Opt) e XI =] Că IP X? ; ji jÀ <X, QP, X? (85) 
) D d 


Domeniul D pe care se face integrarea este domeniul cuprins între 


valoarea maximă şi minimă a valorilor proprii A 


OBSERVAȚII Conceptele de vectori şi valori proprii se păstrează 

cu următoarele precizări: 

- valorile proprii ale operatorilor autoadjuncţi sunt numere reale 

şi sunt numere complexe de modul 1 pentru operatorii unitari; 

- mulţimea valorilor proprii poate fi nenumărabilă; 

- vectorii proprii nu mai sunt elemente -ale spaţiului Hilbert 

considerat, ci distribuții definite pe un subspaţiu al spaţiului 

Hilbert (vectori proprii generalizaţi) pentru care operatorul 
A= (A-AI) ~” (86) 


nu există. Cu alte cuvinte, există +0 astfel încât (A-AI)9=0. 
Un operator autoadjunct A satisface relaţiile: 


T= far, ; A=fAdP, (87) 


f(A) =f Eta aa; A”= f "dP, (88) 
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U=e U U= (C+jI) (c-jI)* (90) 

cu A,B i £ ITNI le generale de exprimare 
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Uz | = (91 
y 3 
x. Utvy sf At< x, dP,3 (92) 
J 
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n = SPTE ji a | Fary € ar ră A 
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x a 
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3.2 Spaţiul S de funcții test 
Unul dintre cele mai importante spaţii Hilbert este spaţiul 12(- 
%,+%) care constă din mulţimea funcţiilor care satisfac condiţia 


ce 


f ixtt) [acea (93) 


unde produsul scalar este definit prin: 


<xlt) ytt) >f xlt yo) de (94) 


în acest spațiu se consideră subspațiul S al funcţiilor $(t) numite 
test care satisfac condițiile: 

- (tt) are derivată de orice ordin; 

- (t) şi toate derivatele sale se anulează la infinit mai repede 
decât inversul oricărei puteri a lui t: 


jer A70(0) jse Y k=0,1,2,.-., Y p=0,1,2,... (95) 
unde C,, este o constantă dependentă de k şi p. 

în spaţiul S se poate defini o altă topologie decât cea indusă de 
produsul scalar prin intermediul normei standard. în loc să prezentăm 
topologia, vos prefera să precizăm condițiile în care un şir din 8 este 
convergent: şirul ($,(t)) 6,„(t)es n=1,2,... converge la ț(t)es dacă 
0„(t) şi toate derivatele sale converg la 6(t) respectiv la derivatele 
corespunzătoare ale acesteia. 

Un exemplu de funcţie test este funcţia: 
$(t)=e" (96) 


Distribuţiile definite pe spaţiul Ss se numesc distribuții 
temperate. Forma generală a unei distribuții temperate este: 


rlo) =f rie SAE, Aites 97 
„($ Jae ar dt, VYăl(t)es (97) 


unde f(t) este o funcţie continuă pe porţiuni. Distribuţiile definite 
pe S pot fi deci funcţii sau distribuții singulare. Un exemplu îl 
constituie distribuţia 6 a lui Dirac (cars atribuie oricărei funcţii 
test valoarea sa în origine). (<6,0>=60(0)) 

Se demonstrează că spaţiul S este dens în L., adică orice element 
al spaţiului Hilbert 1, este fie element al lui S fie limita unui şir 
din S. Nu întâmplător baza (numărabilă(!) - spaţiul L„ este separabil) 
din L, este constituită din funcţiile Hermite care aparţin lui S. 
Există şi alte spaţii de funcţii test, un exemplu fiind spațiul DcS 
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al funcţiilor indefinit derivabile cu suport compact care este dens în 
S. 


3.3 Operatori pe spații de distribuții 

Ideea fundamentală privind acțiunea unor operatori pe spații de 
distribuții este următoarea: în general, acțiunea unui operator T 
asupra unei distribuții f se defineşte astfel încât această acţiune să 
se transfere asupra funcției test. 


$; OPERATORUL DE DERIVARE Acțiunea operatorului de derivare -jd/dt 
asupra unei distribuții se defineşte“ astfel 


E „db (t) : 
de zi a t) > :=< f, -] ==) YES 98 
Je $(£) i ina “aud $ (98) 
în spaţiul Hilbert L, operatorul de derivare -jd/dt este autoadjunct: 


~w 


cete) -dg tt)» f Ete) -Ligte l deE* (e) (igt) Ea 


dt “(99) 
fd *[-7 E) le sil aa a = -Ja (t) (t) 
fit [-jg(t)ldt fi JE flt) ]'glt)dt=<-4Zf lt) g(t) > 


Aplicând, formal, proprietățile produsului scalar avem: 
z, QE „c (t) df db (t). 
(==; t) ?=-7]<f, — >; Sua Et) >=-<£, >L); 
r (E) >= dt de 0 (E) dt (100) 
n 
(AE plep l-ie WE, 
dts dt” 
Este interesant de privit formula de derivare în legătură cu 
derivarea (formală) prin părți şi cu forma generală a unei distribuții 
temperate prezentate anterior. 





2. OPERATORUL DE ÎNMULȚIRE CU VARIABILA INDEPENDENTĂ Acţiunea 


acestui operator asupra unei distribuții are loc după regula 


s puncţ.ile test pot aparţine şi altor spaţii cum ar fi, de 
exemplu, D. 
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<tF,0(t)>:=<£, t(t)> (101) 


istribuţiei Dirac obţinem”: 


Aplicând această regulă d 
(t), tġ(t)>=[tọ(t)],.=0.ġ¢(0)=0 (102) 


<tă (t), (ct) >=<6 


Operatorul de înmulțire cu variabila independentă (reală) este, de 
asemenea, autoadjunct în spaţiul Hilbert L, (demonstraţia este 
evidentă) . 


3. OPERATORUL FOURIER Acţiunea operatorului Fourier (unitar) asupra 


unei distribuții se defineşte prin relaţia: 


<Ff,ġ(t)?:=<f, F(t)? (103) 


unde acţiunea operatorului Fourier asupra unei funcţii test se face 
prin 


F$ (t) :=[o(6)e tat -m OIE gg | OCE e%tdu. (104) 


4. CoRESPORDERȚA OPERATORILOR Un rezultat de maximă importanţă în 
teoria semnalelor este următorul: 
Operatorii de derivare şi de înmulţire cu variabila independentă sunt 
(unitar) echivalenți prin intermediul transformatei Fourier în context 
distributional. 
Rezultatul se scrie: 


cf, -j-& g =<, Fiorglt)> (105) 


unde © este variabila independentă corespunzătoare transformatei 
Fourier. 


4. FORMALISMUL DIRAC <BRA-KET> 


în cele ce urmează vom prezenta succint o posibilitate de scriere 
formală a tuturor rezultatelor prezentate până acum în legătură cu 
acțiunea operatorilor în diverse spații înclusiv de distribuții. 


” Rezultatul este frecvent scris în mod neriguros, t6(t.)=0. 
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formalismul produsului scalar din L? şi formalismul distribuţional”, 
Vom folosi în continuare indici care sugerează atât caracterul 
numărabil cât şi cel nenumărabil; semnificaţia lor nu contează. Astfel, 
acţiunea unui operator liniar, asupra unui element descompus în 
proiectori, se poate scrie simbolic astfel: 


= Ta i = Și Sea 1 -JAD 
yerAx, rax maiharap aho n Ebvo og) 
las Li J8 gð i i OA 
yipizai; ipii; 01030; pixa; piap, 
S-au pus în evidență diferitele descompuneri spectrale atât pentru 
x cât şi pentru y. Se remarcă operatorii identitate a căror acţiune 
poate fi eliminată sau introdusă în funcţie de necesităţi. 


Desigur că formalismul prezentat este corect numai în situaţiile 
în care sumele sau integralele care apar în formule există şi sunt 
convergente sau pot fi interpretate în sens  distribuţional 
corespunzător unor vectori "ket" particulari. 

Utilitatea acestui formalism este legată, în primul rând, de 
posibilitatea de a prezenta într-o imagine unificată diverse procedee 
a căror esenţă este proprietatea de liniaritate. 


y=Ax, =a ix aila a: 0709x,= 
OT POR „akataja ak 
=pl lo 0 O yoe, 
ai®l=-F]=al=Ņ, 0) 
i i E 1 
at0;=y! = yiojo=yj 


(109) 





” Formal, acţiunea unei distribuții asupra unei funcţii test se 
scrie ca un produs scalar. într-o formulare neriguroasă dar intuitivă, 
putem spune: cu cît vectorul "ket" este "mai cuminte" cu atît, asupra 
lui poate acţiona un vector "bra" (distribuţie) mai "exotic" 





Cea mai scumpa ştiinţă este mai ieftină 
decât neştiinţa. 

Gr. Moisil 
Studiază întâi ştiinţa. şi continuă apoi cu 
practica născută din această ştiinţă 

Leonardo da V inci 
La suprafață este o infinită varictate de 
lucruri, la centru este simplitatea cauzei. 
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mulțime care poate fi,de exemplu,mulțimea (0,...,M-1) sau orice mulțime 
izomorfă cu aceasta) reprezentând valoarea semnalului (Fig.1.b). 
Semnalele sunt discrete cuantizate deci vor fi denumite digitale 
(indiferent de valoarea lui M). 


3. ComvenŢII DE SIMBOLIZARE Pentru simbolizarea unui semnal din MI 
vom utiliza oricare dintre următoarele notații: 
1) sin), cu n=0, (notație specifică semnalelor discrete) 
2) sl0], 
3) (0,a), aeM 
4) [la],aeu 


Ultima notație va fi folosită cel mai mult, ea sugerând reprezentarea 
unui semnal discret printr-un vector (matrice coloană): 


| 


„|sto] 
sin] =s5|1] (1) 
8(2] 


având, în acest caz, un singur element, s[0]. Vom putea scrie astfel: 
s[n]=s[0]=[a] dacă valoarea semnalului este a€}. Prin urmare, 
M'={[0], [1], [2], ...,[M-1]} 


4. OosenvAŢII (1) Multimea de semnale y! este, desigur, foarte 
simplă: în esență, ea constă din M numere privite ca semnale. Deşi 


acest punct de vedere poate fi considerat o complicaţie inutilă, 
este important să facem distincţie încă de pe acum între semnale 
şi numere. Luând în considerare "două feluri de numere", vom putea 


să punem în evidență, chiar în mulțimea Hl, concepte tipice din 
teoria semnalelor: ortogonalitate, spectre, operatori, asigurând 
tratării un punct de vedere unitar. 

(2) Considerăm că cititorul a acceptat punctul de vedere conform 
căruia semnalele sunt modele matematice ale semnalelor fizice care 
rețin numai informaţia utilă pentru o aplicaţie dată; în acest caz 
sunt excluse poziții de tipul "semnalele nu au corespondent fizic" 








este acelaşi număr natural cuprins între 0O gi M-1. 


5 Simbolul n este consacrat pentru a reprezenta argumentul 
semnalelor discrete. 
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sau "nu există în realitate" etc.. 

(3) Mulțimea de semnale W? este izomorfă, între altele, cu 
mulţimea semnalelor analogice cuantizate având domeniul toată axa 
reală È iar codomeniul, mulţimea (0,1,...,M-1). 


5. Ezer Transmiterea unui număr întreg“ de la un emițător la un 
receptor corespunde transmiterii unui semnal din H* (M trebuie să 
fie suficient de mare pentru a cuprinde toate semnalele de 
interes). Ea este modelată, din punct de vedere matematic, prin 
acțiunea unui operator care duce un semnal din M> în alt semnal din 
H+. Desigur, este de dorit ca semnalul recepționat să coincidă cu 
cel transmis adică operatorul să fie operatorul identitate, lucru 
care nu se întâmplă întotdeauna în practică. Remarcăm că, în acest 
exemplu, factorul timp nu apare: nu sunt importante momentele, 
duratele şi modalitățile emisiei şi recepţiei, ci doar valoarea 
propriu-zisă a informației. 


1.2 Structurări posibile ale mulțimii M:: operații şi 
operatori 


1.  OEMERALITĂŢI PRIVIND STRUCTURĂRILE Structurarea mulțimilor de 

semnale (înzestrarea acestora cu operaţii sau operatori) este o 
condiţie esenţială pentru dezvoltarea oricărei teorii a semnalelor. O 
mulţime (de semnale) poate fi structurată în moduri diferite. De 
exemplu, într-o mulţime de semnale se pot defini mai multe operaţii 
interne (suma, produsul,  convoluţia,  corelaţia) semnalelor. be 
asemenea, se pot defini operaţii externe în legătură cu o altă mulțime 
"peste" care este definită prima. Nu luăm -în considerare toata 
posibilităţile, dar subliniem faptul că o anumită transformare a unui 
semnal în alt semnal poate fi privită în moduri diferite. Exemplul 
tipic îl constituie produsul unui semnal s[n] (aparţinând unui spaţiu 
oarecare de semnale) cu o constantă k, rezultând un semnal de k ori mai 
mare. Aceasă transformare poate fi privită în trei moduri (în 
condiţiile în care s-au introdus structurile corespunzătoare) : 

- operaţie externă: prcdus dintre un semnal şi un scalar din câmpul 
peste care este definită mulţimea de semnale privită ca spaţiu 


€ Condiţia ca numărul să fie întreg nu este o restricţie în 
transmisiile de date: numerele tranenise sunt cunoscute cu o precizie 
finită şi astfel pot fi totdeauna puse în corespondenţă cu o mulțime 
de numere întregi. 
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i male dintre care unul 
gum ului (în acest 
buie să fie definită 


semnal în alt 


multiplicate cu 


n 





(2) 


i Ob) = la? ) (4) 


mi 


simbol a respectiv produsul modulo M. 
a fie închisă în 
Conform 
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e. [a] =c. (0,a)=(0,cOa)=[cQa] (6) 







Se obţine astfel că M! este un W-modul (grup pes inel) care ar 
putea fi notată (MLM). Conform acestui punct de vedere, în mulţimea 
de semnale W! este definită doar adunarea în timp ce înmulţirea este 
considerată operaţie externă: număr din inelul scalarilor înmulţit cu 
semnalul din grup (Fig.2). Vom vedea imediat că modulul astfel definit 
este spaţiu vectorial dacă, de exemplu, M este prim (inelul scalarilor 
este câmp). 


5. S'TRUCTURAREA CA SPAŢIU DE SEMNALE în cazul în care M este număr 

prim (nu are divizori decât pe el însuşi şi pe 1) mulţimea m 
definită ca modul devine spațiu vectorial (grup peste câmp) deoarece 
inelul scalarilor a devenit câmp; fiecare element, cu excepția 
elementului nul, are invers şi în raport cu operaţia de înmulţire. 

Câmpul finit corespunzător unui M prim se numeşte câmp Galois şi 
se obişnuieşte să fie notat GF(M). Prin urmare, în acest caz, spaţiul 
se poate nota (H! ,GF(M)) punîndu-se astfel în evidenţă grupul aditiv 
de semnale M' şi câmpul Galois al scalarilor. 





X 


= [ {[0]-U. ... ) Modul [grup peste incă 
aie = \ -DMU +} ) i 
/ N \ / a operatie intema 
\ : d ; aperstie ex 
[0] E | i PE | inel ÎN Se E e operatie cxtema 
BELSO) 
H PAA ARE, 
Ia 4 4 Ei N 
d LNIG N inel {doua operatii interne) 
„MLO 
AN Și 
3 A // 
= Sean ap b. 


Fig.2. Un inel (a) poate fi privit ca modul (b). în particular, dacă 
M este prim, modulul devine spaţiu vectorial. 


6. OBSERVATIE Cu titlu informativ, precizăm că structurarea sub 
formă de spaţiu de semnale este posibilă şi în cazul în care M este 
de forma m. cu m număr prim. Câmpul scalarilor este acum ceea ce 
se numeşte extensia de ordin n a câmpului Galois GF(m) şi se 
notează GF(m?). în acest caz înmulţirea în cadrul extensiei se face 
mai complicat şi anume: 



















unde 
Teoremi 
număr 


mN 
|] 


Ha 


i m 
Li 
nume 
abileş 
1), est 
sa p] = 
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C 





tu yu reziduul 


lizează notaţiile 


v q divide pe a 
ste număr prim. 
sub forma: 


(7) 


pozitive 
ă exprimarea unui 


te de zero, 





vizor comun (cmmdc) 


este 
echiva 


Mu 
M=(0,1 
mul țin 
modulo 
închis 
modulo 
respec 
devine 
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Prin urmare, cmmdc a două numere întregi a şi b este numărul 
pozitiv maxim care le divide pa amândouă. Se va arăta în continuare, 
utilizând algoritmul lui Bu al numerelor a şi b se 
poate scrie în forma: 

d = ma + nb, m,n = întregi 

Numerele a şi b se numesc prime între ele sau numere relativ prime 
dacă d=(a,b)=1. Vom face deosebire între numere prime gi numere prime 
între ele: două numere prime sunt evident şi prime între ele în timp 
ce două numere prime între ele nu sunt cu necesitate prime. De exemplu 
(4,27)=1 deşi 4=22; 27=3 





c 





2 
< 
y 
=] 
= 











d- Crase DE ECHIVALERȚĂ Fie Mez un număr fixat şi a,bez. Relaţia 

RcZxZ definită prin 

aRb <-> Ml(a-b) 
este o relație de echivalență îi Z Ea împarte Z în clase de 
echivalență: 
c,=(bez | bRa} = (bez | b=a+Mq) 

Mulțimea claselor de echivalență este izomorfă cu mulţimea 
M=(0,1,2,...,M-1). Izomorfismul se păstrează şi în cazul structurării 
mulțimilor respectiva prin introducerea operaţiilor sumă gi produs 
modulo M pe care le vom nota cu a şi respectiv 0. Mulțimea M este 
închisă în raport cu operaţiile amintite deoarece suma şi produsul 
modulo M a două numere sunt egale restul împărţirii sumei obişnuite 
respectiv produsului obişnuit la M. Astfel structurată, mulţimea M 
devine inel gi poate fi notată (M,8,0 





4. PERMUTĂRI Dacă multiplicăm modulo N fiecare element m din 
M=40,1,...„,M-1) cu un întreg a€M, obţinem M elemente n definite 

prin: 
n=aOm (8) 


care rezultă prin aplicarea operatorului de multiplicare cu a asupra 
tuturor elementelor din M. 

Elementul n este unic dacă (a,M)=1 adică dacă a gi M sunt relativ 
prime . în acest caz se spune că înmulţirea cu a produce o permutare 
a elementelor mulţimii M şi astfel înmulţirea cu a reprezintă o funcţie 
bijectivă f, :M->M. 





1 a 

' Dacă pentru mém, ar exista o singură soluţie n;=n,, s-ar putea 
scrie egalitatea: n, -n-=ao(m,-m, )=0, ceea ce este imposibil căci a este 
relativ prim cu M,iar m,-m,<M. Rezultă n,#n,, adică (permutarea) n=aom 


este bijecţie. 
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m 
, LUI BUCLID Determinarea cmmdc a două numere se face 

algoritmul lui Euclid. Acesta constă în esenţă în 
dezvoltarea în fracţie continuă a raportului a două numere întregi: 


a=q,b+r 





b=q; r+r; 
T=Q r, tr, 


adică 





itimul rest diferit de zero) este cmmdc al numerelor a 
le mai sus se mai scrie simbolic în forma: 
1 








— (10) 
) consecin faptul că 
ste o combinaţie liniară a acestor numere: 
continuă, numărul q,,. se poate exprima ca 





cmadc a doi întreg: 


din dez 





T,.4>(a,b)=matnb, m,nez 


m şi n depinzând, des 
În parti ar, dacă (a,b)=1, există două numere întregi m şi n 
astfel încît na+nb. 








®© 
r 
® 
m 
ct 
= 
ai 
[SA 
=. 
© 
H) 
5 
ye 
Ax 
H 
ct 
pa 
la: 
H- 
H 
w 
a 
D 
în 
= 
£ 
H- 
w 
j 
m 
3 
m 
o 
crt 


1 

l; primi între ei. 
Sistemul de } atare a numerelor prin reziduuri permite 
calculul si lor şi produselor prin sumarea respectiv multiplicarea 
reziduurilor fără utilizarea "transportului" de la un reziduu la 
celălalt. 

Reprezentarea prin reziduuri constuie baza unor tehnici de calcul 
rapid utilizate în procesarea semnale 
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Considerăm numărul 


unde factorii m; sunt numere prime: 


Numerele m;“i, i=1,..., 


1 
TEOREMA RESTULUI CHINEZESC 


1. Orice număr n<M 
forma: 
y z 
E E Pe | PE e aA : 
naj}, Stj ; M =j jm Ij 
\J>1 /modM I=i 
inde 
8.) =0 inj; 
í moa mşi J 
(s.) s1 


a 
mod m47 


Numerele s. se determină din relaţiile: 


k E I EM) 

S J] mt f al k> ™ | 

) A i | | Cj | 
is my / mod M 





/ mod MN 


unde ti sunt 


jege] a1 


jmod m;” 


reziduurile (res 


orice număr n 


Numerele r, se numesc 
modulele m;~“j. Prin urmare, 
mod unic sub forma: 





f k M 
n=| ` ty Eg] 
s I -e 7) 
Err e 
Cl Ma mod M 


Numerele 8; satisfac relațiile: 


constante de "normalizare" alese astfe 


RULIIREA DE 


k se numesc module ale lui M. 


l încât 


Jug P aa (iak) 
949475] moam?  S1Sx O (moas 7*8} 
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B g;=1 (19) 


2. Demonsraa ra TEOREMEI RESTULUI CHINEZESC Numărul 


ta (20) 


nu are factori comuni cu mj datorită faptului că modulele mj sunt 
prime între ele. Utilizând algoritmul lui Euclid, se poate determina 
un număr t, astfel încât: 


a e] aj” =1 (21) 


Considerăm numărul n<M: 


È 
d$; r,8, 


Jai Imod M 





'k k A 
-| rfi d (22) 
Y i mod M 


unde r, sunt resturile împărţirii lui n la m,“j. Aceste resturi sunt 
unice modulo M. într-adevăr, dacă, prin absurd, ar exista două 
reprezentări de forma (22) cu resturi r 3*Ta, Testul 


1 
împărţirii celor două reprezentări la m,“) este dat numai de Tag le Lai 


ii Si Tag E 


căci toţi ceilalţi termeni sunt divizibili prin mj. Rezultă că 
resturile trebuie să fie egale. 


= i i se EN 
3. 8 8 °S s s 20 PENTRU IJ ŞI @s_=l Datorită proprietăţii 
lui s, de a avea restul împărţirii la n,”) egal cu unitatea avem 
3,=1my! +1 mod èi ( 23) 
unde litera 1 reprezintă un întreg unic în mulţimea M. Prin urmare, 
produsul s,s, se poate exprima în forma: 
s,5,= (1m;'+1) (1mj +1) =12 (m!) î+21mj!'+1= (24) 
c T zi 
=pm;1+1=1m; +1 mg m 93 
egalitatea dintre 1 şi p rezultând din caracterul unic al lui 1. 
9 
în mod evident 848470 pentru irj (s, şi s} conţin în aceste 
condiţii toţi factorii lui M). 


í 
Ultima relație, @s,=1, este un caz particular al exprimăiii on 
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6. OBSERVAȚIE Reziduurile r, care apar în expresia teoremei restului 
chinezesc pot fi exprimate sub forma: 


c-l 


ri d IgM (26) 


Astfel, expresia teoremei restului chinezesc devine: 
ci 


k 
mS t; M | ȘI rm} 








(27) 


mod M 


în această expresie reziduurile s-au exprimat prin dezvoltările 
modulo m,*: numerele r,, reprezintă coeficienții reprezentărilor 
m,“are ale reziduurilor. Aceste numere se obțin prin împărțiri 
succesive ale reziduurilor la m, şi satisfac relaţia r,„<m,”. Avem 
astfel: 
ye Ia i 
> SI rym] =rjotI amy E m+. Tep! (28) 


s0) 


Se constată imediat că rjo este restul împărțirii lui r} la m,, 
Ta, restul împărţirii lui (r,-rso)/m, la m}, r}, restul 
împărţirii lui ((rs-rso)/ms-ral/m, la m, etc. Mai observăm că, 
datorită restricţiilor la care sunt supuse reziduurile r,.,, sumele 
ş produsele din expresia lui r} pot fi luate obişnuit sau modulo 
m”) (şi, desigur modulo M). 


T; Careva CUVINTE DESPRE SISTEMELE DE REPREZENTARE A NUMERELOR 
Reprezentarea unui număr N într-o bază B prin juxtapunerea 
simbolurilor (numerelor) b, în forma: 
N=bp-i Pa-aDPa-3 + = Dbi BBa a < Pau) DP (29) 
simbolizează următoarea egalitate: 
NED BA iDa BA ana e BED 


tb B +b B+: ..+b Ba e 


(30) 


(m-1 


unde suma se face în mod obişnuit*. Printr-o scalare corespunzătoare, 
se poate renunţa la virgulă sau, ceea ce este echivalent, se poate 
considera virgula înaintea primului simbol semnificativ (aşa numita 


° Transmisia şi înregistrarea simbolurilor de mai sus se pot face 
serial, simbol după simbol sau paralel, pe un bus de date (desigur 
utilizând semnale de sincronizare pentru a se face separarea intre 


"cuvintele" transmise) 
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reprezentare în virgulă fix% ). 

Remarcăm că reprezentarea numerelor într-o bază B e 
cu o secvenţă ordonată de numere din mulţimea (0,...,B-1). 

în sistemele de calcul se utilizează cu precădere B=2. De asemenea, 
se utilizează diferite convenţii pentru rezentarea semnului 


te echivalentă 


m 








numărului precum şi diferite coduri care pot fi interpretate drept 
alternative de reprezentare avantajoase din anumite puncte de vedere. 





Ele constau din reprezentări care uzează de aceleagi simboluri dar 
având semnificații diferite. Corespondenţa dintre numere şi 
reprezentările acestora folosind simbolurile juxtapuse este diferită 
pentru fiecare cod în parte; mai precis, ceea ce diferă este ordinea. 

Trecerea de la un sistem de reprezentare la altul (schimbarea bazei 
B) se face astfel: 

1). pentru partea întreagă, împărțirea succesivă la B conduce la 
resturile by, by, EE N- : 

2). pentru partea fracţionară înmulţirea succesivă cu B permite 


determinarea, în ordine, a simbolurilor b.g; } 


8. Exp. Pentru a exprima numărul 23,12, în baza 2 procedăn 
astfel: 
1) 23;9=2x11+1, 11=2xX5+1, 5=2x2+1, 2=2R1+0, 1=2x0+1 => 23,,=10111, 





2) 0,12x2=0+0,24, 0,24x2=0+0,48, 0,48x2=0+0,96, 0,96x2=1+0,92 
0,92x2=1+0,84, 0,84x2=1+0,68,... 

Rezultă că 23, 1249>10111,000111...7. 

9. Nun POZITIVE ŞI NEGATIVE Conform teoremei restului chinezesc, 

orice număr din mulţimea {0,... poate fi codat în mod unic 





1 


prin reziduurile r; în raport cu cele k module m) 
întregi ie[-u,u] unde u=[(M-1)/2] (semnificaţia ul 
drepte este partea întreagă) pot fi codate ca o secvenţă de reziduuri 


le lui M. Numerele 


timelor paranteze 


) 
| 


(rpp-.-,Ty) pe baza următoarelor relaţii: 
2 ’ reln 3 
ldla ZEelo,ul ; t ! 
Ti Eia i E 2 0] Ani SPORI a (31) 
i mM- |I imod m, EL7U, Ul ~ 


unde r, sunt nenegative. 
Ref 

astfel: dacă numărul x 

xe[0,u], atunci i=x; dacă 
în fond, considerarea numerelor negative este ec 

notarea cu alte 





acerea întregului i folosini 





livâlentă cu 


simboluri a unei părți din mulțimea M=40, M-13} 





flotantă este de forma N=HxB* unde H 
exponentul. 





pi 
[22] 
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rădăcini primitive. 


6. EXEMPLU Fie M=5. 0(M)=5-1 căci M este pri i 
elemente primitive deoarece 21=2, 22=4, 2%=3, 2*=1 şi 3%=3, 37=1, 
33=4, 3*=2 (toate înmulţirile, simbolizate prin ridicări la putere 
fiind considerate modulo 5). Remarcăm că ela 
element primitiv. 


im. Numerele 2 ş 


mentul 4 nu este 








Se poate arăta că există rădăcini primitive numai în cazurile M=m* 
sau M=2m* unde m este prim şi impar”*, iar c întreg. Pentru m=2, există 
rădăcini primitive numai pentru M=2 şi M=4. Elementele primitive 
generează, prin ridicări seccesive la putere, toate numerele nenule din 
mulţimea M în cazul M=prim. Un element care generează o secvenţă de 
perioadă r<0(M) se numeşte rădăcină de ordinul r. 

Se demonstrează că: 

- Dacă a este o rădăcină de ordinul r modulo M, numerele a, 
a1,...,a””* sunt distincte modulo M. 

- Dacă (a,M)=1 şi aP=lu ca m: Perioada lui a trebuie sa dividă pe 

Perioada elementului a divide pe M. Se mai demonstrează că, dacă 
(a,M)+1, perioada lui a trebuie să dividă 0(M). 


3. SPAȚII DE SEMNALE M` 


în cele ce urmează prezentăm un mod de a privi mulţimea de semnale 
M+ care să pună în evidenţă o serie de concepte utilizate vent în 
teoria semnalelor. Conform acestui punct de vedere "forţa" 
aplicarea rezultatelor din teoria numerelor ia mulţimea de amale M> 
ale cărei elemente vor fi notate, aga cum am mai arătat, în forma: 
4=([0],[1],...,[M-1]). în esenţă, vom utiliza rezultatele din teoria 
numerelor făcând însă distincție între semnale şi numere 

în continuare, vom considera mulţimea > structurată ca spaţiu de 
semnale"? (grup peste câmp, Fig.2.b). 






11 Numărul 2 este (singurul) număr prim dar par. 


:2 Cea mai simplă ipoteză în acest scop este ca M să fie prin. Vom 
arăta mai târziu că această ipoteză poate fi relaxată. 
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5 ES dai 1 
Ar niari D 
ori liniari pe M 
fi considerată în cazul semnalelor 
atât din punctul de vedere 





riguros, matematic, conceptele sunt 


unui semnal este "functionala" care 


ru l â . 

























în mod evi 
y į "> 
(33) 
P ȘI semnale din H1 este 
(34) 
(unde serifică imediat 
7 l, [c]? 
fi [c]) (35) 
Di ‘are satisfac relația 
<fal, [b]>=0 (36) 
se ni t Observăm că un semnal |a] poate fi 
te d SU $ od M 
3 ATOR cu un scalar dir M este 
"e 
(37) 
m([a]+(b])=mla] + ml[b] (38) 
i La fel cu scalarii: nu vom face distincție 
ji Y în atorilor în M* 
interesante care continuare 

ITOADA OPERATOR se la acțiunea repetati a unui 








lefiniţie, >rioada operatorului a este numărul T 








adică 


p 





acțiunea operatorului 


eratorului identitat 
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Bror Fie M=3>=27, 
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g 
este următoarea (to 
4*=10, 4*=1 


cu 


3 





42=16, 
Per 




















torul 





moaqui 














































rioada operatorului de înmulţire cu 4,ca č 
6. Pertoana UNUL SEMRAL ACŢIUNEA DI Tâm o 
valoare M precizată, un [s]EeĦ r at da 
semnalului [s] sub acţiunea ului aste a care 
satisface relația 
af[s] ] 40) 
Ha Ezer Fie M=2*. Perioada de 
înmulţire cu 3 este 2 căci 3[5)= şi 32[5 5 
3.2 Structurarea mulțimii M* în cazul general 
Utilizăm conceptele de produs LOI ne 
evidență o serie de j XC 
Considerăm M de forma 
M=t | 41) 
Un semnal din N? se poate scrie, teoremei re 
astfel 
[> | 
[a] r aF zr[s;]] (42) 
| z (Ji lisi Aa 
moc A 
Prin notaţiile utilizate, ca deoseb intre semnale şi 
numere, am pus În evidență descompunerea semalu [a] într-o sumă de 
semnale elementare [8,] ponderate prin rest T, pe care le vom numi 
spectrul lui [a] în raport cu semnalele [s,]. Cazul de f ate fi 
considerat un "rudiment" în raport cu; i are vor urma, legate 
de spații de semnale mai evoluate. 
Dezvoltarea unui semnal utilizând teorema restul inezesc poate 
fi rafinată în continuare dacă se recurge la -ară a 
resturilor r, aga cum s-a precizat anterior. în acest caz se pot pune 
în evidenţă mai multe semale elementare [s  ]=m_* £ dintre 
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acestea urmând a fi înmulțit (mod M) cu resturile r,, ale căror valori 
se află acum în mulţimea m,=(0,1,...,m,_.,) care este structurată sub 
formă de corp pe baza sumei şi produsului modulo m,. 


» 
PA 


o bază 


Ex Considerăm M=40. m,=5, C,=1, Ma=2, Cz53. 

















tina aTi => e aa t2- 5moa al -> ta=5; . Rezultă (8,]=(16] şi 
(s„)=[25] , r„€e40,1,2,3,4), T„2(0,1,...,7). Această situaţie este 
reprezentată în do 3.a. Remarcăm că în grupul semnalelor au fost 
subliniate elementele [s,] şi [s.] şi că scalarii formează corp 
(inel în care există invers şi în raport cu înmulţirea) cu operaţii 
interne de adunare şi înmulţire modulo 5 respectiv 8. Mulțimea de 
semnale M: este generată, conform teoremei restului chinezesc de 
suma unor produs: modulo 40. 
4 N “med 49 sa m a iai tand iy “i TENS. 
RT pia) / amus, ye. 
| eap ) (DAP az) | (05H22) 
\ medit / Via j \ med 48 / Eea i 
y i Ñ * med 48, N \ *mad 40 
va mo a “i 2 w ua EEE 
"med4U: ` ` meddn 7 ! YS 
iii P X : moisi i "mod 
P aai ; 7 IN IP ana 
Pr N r; SN 
H AU // A 
[iza A op N 
[| gi, ii no 1} | 
VW AU Ji 
2 4 o F /, 
= a = = i S 
Fig.3. Exemplu; M=40. 
De exemplu, semnalul [13] se scrie: 

[13] =(3 [16] +5 [25] ) zg «o (43) 
în Fig.3.b este reprezentată structura corespunzătoare exprimării 
reziduurilor r, modulo 2. în aceste condiţii s3,=2°.[25]moa 
a07(25], S22 25 (25 ]moa a0>[10] [i S2372. [25 „oa „o=(20], t r24€{0, 1}. 
Acelaşi semnal, [13] 2 scrie: 

(13]=( (3. (16]) e [25] ) tasa ao (3. [16] ) + 

+(1.2°+0.21+1.27). [25] ) = (44) 

3 [16])+(a. [2 5] +0. 1101+ (251) aa 
S F C M=B" (B= 
EMNALE REMARCABILE; CAZUL M- | D=PRIH în cazul general 


semnalele remarcabile din mulţimea H2 sunt semnalele care formează 
din punctul de vedere al teoremei restului chinezesc pentru 





E W hh 








SEMNALE, CIRCUITE 









































exprimarea or a x 
în cazul mar | 
forme o bază sp 
Aceasta inseamnă a 
forma: 
` 
> 
sumele şi produsele 
E oricărei operaţii v = 
C E : 
3. NUHA ŞI PRODUSU ALA DO SEMNA 
semnalelor [s;] ş 
lui [a] satisfac e 1 
Fie semnalele [a] şi 
Suma celor două semnale est 
aj + Li a 
Semnalul sumă are reziduurile egale ci 
reziduurilor de acelaşi ra 
Produsul scalar al celor două ale est 
| 
i Semnalul [c] a cărui valoare esti Ală cu prodi 
are reziduurile egale cu produsele moduli 
acelaşi rang. 
Din cele de mai sus rezultă că exprimarea unui 
folosind teorema restului chinezesc i 
produselor dintre numere (sem ) util re 
modulele lui M (desigur, în dit = : 4 
i 
. $ cat 





numerație 





BS, 
noad # 
ar de mai sus 
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Adunarea şi înmulțirea a două numere va corespunde adunării respectiv 





înmulțirii reziduurilor (modulo m,°i) corespunzătoare. 
4. Ezere (1) 5+5uca e 7474X2+1+4x12+3x1=4x(2+2) moast 3R(1+1) moaz = 
4x1+3x0. 
(2) 5x5uoa 671743 (2X2) moa s+32(1x1) moa 274Z1+3x1=7 aoa sl 
k 1; produsi 





(3) 3x5=15,uca ia; 15=10x5+9x1; 3=10x3+ 1 
calcula astfel: 3x5=10x(5xX3) „ca st9X(1X1)moa 226+9=15. 


Pi OBSERVATIE Dacă suma sau produsul numerelor nu depăşesc valoarea 
M-1, rezultatele obţinute sunt aceleaşi cu cele obţinute prin 
adunări şi înmulţiri naturale. în astfel de situaţii se poate 
utiliza teorema restului chinezesc pentru a micşora timpul de 
calcul al sumelor şi mai ales produselor numerelor sau semnalelor 
obişnuite. Din nefericire, o serie de dificultăţi practice legate 
de costul transformării în sistemul reprezentării prin reziduuri, 
de lipsa operaţiei de împărţire şi de necesitatea utilizării unor 

mute a cuvintelor pentru realizarea corectă a 

făcut ca metoda să nu fie aplicată pe scară largă. 








lungimi c 


operaţiilor at 





sai aa 1 vi 1 1 

3.3 Generalizări: mulțimile de semnale N, 2, R°, C 
Mulțimea M* poate fi generalizată dacă se renunţă la condiţia ca M 
să fie finit. Se obţin astfel mulțimile de semnale N+, Z, R:, œ. 
Simbolurile adoptate sunt cu siguranţă edificatoare, definițiile celor 





patru mulţimi de semnale fiind transparente. Reamintim convenţia ca 
semnalele să fie considerate perechi ordonate de forma (0,a), aem, Z, 
R sau C, 


Facem şi câteva consideraţii generale. 


Mulţinile X, Z, R gi C sunt inele comutative (de fapt R gi C sunt 


câmpuri, căci şi operaţia de înmulţire are invers) în raport cu 
operaţiile de adunare gi înmulţire obişnuite. 


în N> gi Z> semnalele multiplu de un număr oarecare precizat 
formează un ideal (invariant la înmulţirea cu orice elemente din inel). 
Semnalele se pot grupa în clase de resturi (subinele) modulo un anumit 
număr M. Se obţine astfel corespondenţa între mulţimea de semnale M? 
şi clasele de resturi modulo M din N> sau 2": 


0 <= {...-M,0,M,2M,...} 
l <-> {...-M+1,1,M+1,2M+1,...} 


M-1 <-> (...-1,M-1,2M-1,3M-1,...) 
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Clasele de resturi modulo M sunt submulțimi de forma {mtr; meM, reN sau 
2), 


Mulțimea numerelor pare este inel şi în acelaşi timp ideal al lui 


X 


(2,+,.) în timp ce mulțimea numerelor impare nu este inel (produsul 
unui număr impar cu un număr par nu este impar). Cele două mulțimi se 
pot pune în corespondență cu mulțimea {0,1}. Suma a două semnale se 
defineşte în mod evident. Produsul a două semnale se defineşte de 
asemenea în mod natural. înmulțirea poate fi privită gi ca acțiune 
a unui operator asupra unui semnal. 

Remarcăm că mulțimile amintite conțin semnale discrete (cuantizate 
în cazul M=Z), dar nu digitale. 





4, REZUMAT 


în acest capitol a fost prezentată cea mai simplă clasă de semnale: 
clasa pl a semnalelor (digitale) având în domeniu un singur element gi 
în codomeniu o mulțime finită de numere. în esenţă, semnalele din 
mulțimea M! sunt numere din mulţimea (0,...M-1). Cu această ocazie au 
fost puse în evidență o serie de "rudimente" privind dezvoltările 
spectrale ale gemnalelor. 

Teorema restului chinezesc furnizează o relație cu ajutorul căreia 
un număr se poate scrie în baza M ca o sumă ponderată de semnale 
ortogonale în raport cu produsul scalar. Constatăm că este avantajos 
să facem distincție între semnale gi numere: mulțimea Hi poate fi 
astfel structurată în mai multe moduri gi, în particular, ca spațiu 
vectorial sau reuniune de spații vectoriale. 

Generalizări ale mulțimii M! sunt mulțimile de semnale Ri, zi, R, 


1 


c! 










SUNA | 0-a SPATIUL BE SEMNALE NI 


À IT DE CRMNAIR MN 
AȚIUL DE SEMNALE N 


tagat unui semnal; deplasarea modulo afn], 


annale] n spaţiul M peratori şi 


eficie în câmpul M=GF(M) . Er 14 





gener are a clasei de semnale ML, în 
e din acestă clasă au 
me compusă din N elemente gi 

tă Lţime : asemenea finită conţinând M 
umăr prim, mulțimea M" poate fi structurată ca 


câmpul M al scalarilor este înzestrat cu 


aj = | 3 
ST l ° emaite 


YE) 








Mulțime a M cuprinde semnalele discrete având atât 
domeniul cât £ i mstituite dintr-un număr finit de elemente 





(N re CĂ semnalelor din M este mulțimea 
103 3355 , mult M={0,1,...M-1}. ă 
Elem t N-uple) de forma: 





secvenţă vor fi 
considera pentru un argument 


precizat 





w 
Ox = 
5 

$ 


ta 


w 


in 








Notaţii de forma x[n] semnifică 
independentă fiind notată cu n cât 
argumentul (sau la momentul) n; astfel 
CN XIX], FLA, 150 dela Lor Xa 
x[n] va rezulta din context. Mulţime 
că, în principiu, xz[n] reprezintă un nu 


variabila 


semnalului pentru 


semnalul 










nota 














V area semnai x 
pentru argumentul n. 
f 
2. (PEraTII Mulțimea de semnale #" poate fi î ată cu operaţia 
internă de adunare modulo M a se | Î t i e este 
grup: 
x(n]+yln]=(x[0ley[0], x(1]0y[1],...,x[5-1]ey[N-1]] 
şi operaţia externă de înmulţire modulo M cu scalari din inelul 
(40,1,...M-1),9,9): 
x[n] 


([n]=[aox(0], a0x[1],...,a2a0x[M-1]]?. a€40,1,...M-1)2 
Dacă M este număr prim atunci m = 








(M,2,0) este câmp Galois şi se notez GF(M), pare 
iar W" este GF(M)-spațiu vectorial (spaţiu ai pă 


Ri 


vectorial peste GF(M)) (Fig.1). Datorită f nai, | 
avantajelor pe care le prezintă structura de | E alti) | 
spaţiu vectorial liniar în cele ce urmează vom v d F) 
considera M număr prim, iar mulțimea M* astfel sa N e 
structurată va fi numită spațiul W". = 





3. OBSERVAȚII (1) Operația de scădere a două 
elemente din câmpul (M,9,0) este 
echivalentă cu adunarea mod M a primului 
element cu opusul celui de al do 
aeb=a0(M-b) . 

(2)  Convenim să notăm suma 


Lea: 








- —— — n —— È 





= Cazul cel mai utilizat ci 
161=161=0; 090=091=100=0; 101=1 
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şi simeti 
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LL] 


1 "+" şi produsul unui semnal cu un scalar din M cu 
prin alăturarea simbolurilor. Operaţiile între 
-GF(M) se vor nota cu @ şi 0. Desigur, în esenţă, 











ile sunt modulo M 


element din mulţimea H! este prezentată 
faptul că valorile numerice ale oricărei 
; | aparținând mulțimii M! sunt limitate 
e sunt reprezentate pe câte un cerc de pe tor). Se 





;semenea faptul că numărul de componente este egal cu N, 
nd reprezentate de-a lungul cercului mare al torului. 





ercurilor generează torul, pe care sînt 





:omponentele, se presupun a fi împărţite în M părți egale, 
tând lua numai M valori; valoarea M corespunde valorii 





f | N 
NN-Z NT F. 


tuitivă a unui element din mulțimea MĂ, 





a 
= 
ii 
H 
2 
< 
e—a 
a. 

N 





fel definit este o funcțională biliniară: 
[n),2(n]>=(ao<x[n],z(n]>)a(bo<yln],zln]>) 
n]l+bzin]>=(ao<xln),yln]>)e(bo<ain],z(n]>) 





<x[n],y[n]>=<y[n],x[n]>. 


Două semnale x[n] gi y[n] care satisfac relaţia <x[n],y[n]>=0 sunt 







ortogonale 


componentele 








sc 


în membrul stâng semnifică semnale în timp ce x[i] 
brul drept semnifică valori numerice egale cu 
lelor pentru coordonatele i. 





Pe 


un 


n 


SE 
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OBSERVAŢII (1) Spaţiul înzestrat u un 





Ls + 
5. u este 
spaţiu Hilbert şi nici măcar prehilbertian 1 O m 
implică cu necesitate x=0. Cu alte cuvinte un a ate fi 





ortogonal pe el însuşi. Din acest motiv produsul intern nu poate 
genera o normă şi nici o metrică. 








(2) în spaţiul M se pot defini şi alte prod a e 
exemplu, se poate defini un produs intern cu form 
formulei : 

<x(n] yin >= (pliloxliloy ) (3 
1=0 





unde pln] reprezintă o funcţie pondere aparţine 
M'. De asemenea, este posibilă definirea un 
utilizând aceleaşi tipuri de formule dar cu sume 
obişnuit. în acest caz însă valorile corespunzăto: 
interne nu se mai încadrează în mulţimea (0,...,M 





6 Baza CANONICĂ ÎN MN Notăm cu 6ln-i] semnalul ca 

componentele nule cu excepţia egantionului i. Remarcăm deosebirea 
dintre i (fixat) şi n, acesta din urmă precizând argumentul semnalu 
(n=0,1,...N-1). Este evident că orice element x[n] se poate scrie 
forma: 








x[n]=x[0)6[n] + x[1]ő[n-1] + ,...+ Z[N-1]ó[n-N+1] 

Mulțimea (6[n-i]), i=0,1,...,N-1 formează o bază ortogonală (orice 
semnal se poate exprima în mod unic ca o combinaţie liniară a acestor 
N semnale) în raport cu produsul intern definit de relați 1) ntru 
care sunt adevărate relaţiile de ortogonalitate 

<6(n-i],6[n-j] =6,., 
unde SE este simbolul lui Kronecker (ô;;=0 pentru it) şi 6;.=1 penti 
i=j). 3 
în spațiul M' există şi alte b 





neortogonale. Schimbarea bazei se poate fac 





O 2 


descrisă de o matrice nesingulară 


fs ÎxEHPLU Considerăm M=2 şi N=4 3ZVO 
x[n]=16(n]+ 16(n-1]+06([n-2 
în raport cu baza canonică este: 
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ca 
-3 
p- 
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| 

lo 1 di | 
lo o 1 0||0| 
ON 1j 
[O 0 O 1 


(4) 





$ 


înmulţirea matricelor modulo M se face după regulile obişnuite 
cu deosebirea că sumele şi produsele se iau modulo M. 
Remarcăm că spectrul semnalului în raport cu baza canonică (care 
este reprezentată de coloanele matricei (unitate) 6[k,n]) este 
ormat chiar din egantioanele semnalului‘. 





în raport cu o altă bază, se obține, de exemplu, următoarea 
descompunere: 











(5) 


le matricei,iar spectrul în raport 
>ctorul coloană din membrul 
drept. Determinarea spectrului se poate face în două moduri: 








i = 5 
succesiv produsul intern al ambilor membri” ai 





xin] =F aĝ; [n] (6) 


K 


lvând sistemul rezultat; 





b. direct, ând sistemul reprezentat de descompunerea 


trală pentru determinarea valorilor a, ale spectrului. Prima 








spec 
metodă este mai laborioasă şi nu îşi are justificarea în cazul 
bazelor neor 





jonale aşa cum este cazul nostru; în cazul bazelor 
ortogonale prima metodă este mai rapidă ecuaţiile 


rezultate sunt independente. 








Relaţia matriceală este exprimarea descompunerii elementului 








N-i N-31 
EI a a A a E, T e] Di. îi 
| i «$l =>), a [k] [n, k] 
= 20 
să se calculeze produsele scalare SH R> ul sp, 


ŞI 


a 
P- 














SEMNALE, 


II n 
Un operator H'->H" este li 


Forma generală a unui operat lir 
matrice pătrate de ord 
descriu operatorul pot fi nsider 
din spațiul MI. oricărui opera 

câte N semnale din M 
corespunzătoare coloanelor mat 





corespunzătoare lir 
rezultat în urma acțiunii unui op 
produsele interne ale - 


semnalul x[n]. Astfel, acțiu 








având liniile stit 
semnalului x[n] ie 

î 

| a, [0] x 

| r 

| a, [0] a, [1] 
OES] 
AX LD) 2l 

| 

| 

| 

|ây-1 [0] 2, 

Un operator are 

elementele spaţiului pe care 


inversabilitate este detAs0 


coloanele 





unei baze în raport cu care semna 


Un operator neinversab : 
elementul nul. 
independente) iul 


rangul operatorul! 
Spaţiul nul 

nul de către 

domeniului de 


cu N, dimensiunea 
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în cele ce urmează vom trece în revistă o serie de operatori 
remarcabili şi vom stabili legături între operatori şi semnalele în M 


2.1 Operatori de reordonare 

Aceşti operatori sunt descrişi de matrice ale căror linii (sau 
coloane) sunt (toţi) vectorii bazei canonice aşezaţi în diferite 
moduri. Efectul lor asupra unui semnal din M! constă în reordonarea 


componentelor semnalului asupra căruia acţionează. Operatori 
remarcabili de acest tip sunt: 


- operatorul unitate. Acţiunea sa nu afectează semnalul. 


- operatorul de inversare a secvențelor (cu păstrarea poziţiei 
primului element): 
(yin]=z[N-n] => y(0)=x(N)=x(0)). 
Cei doi operatori sunt reprezentaţi de matricele [I] respectiv [J]. 


7. 9: 0 ne 0 0 1 0 O: aaa O 10 

MLT anpe 0-0 0.0; Osaa O d 

O 01 sue 0 0 X O O Di wa E 16 (3) 
[I] = [J] = | 

02 0 se IO 01 , 19. :0 

0 0.9... 01 Aita 





Efectul acţiunii operatorului de inversare poate fi imaginat intuitiv 
prin schimbarea sensului de aşezare a componentelor pe torul din Fig.2. 


operatorii de deplasare circulară (yln]=x(nti]) respectiv de 
deplasare circulară şi inversare sunt descrişi de matrice care pot fi 
partiţionate în blocuri de matrice unitate şi nule. Astfel de operatori 
corespund  rotirii torului (cu sau fără inversarea plasării 
componentelor) în condiţiile în care reperul reprezentând originea 
rămâne pe loc. 


E ExeuPLE Matricea A, corespunde operatorului de deplasare 
circulară la dreapta cu un pas. A doua matrice corespunde 
operatorului de deplasare circulară la dreapta cu doi paşi. în 

sfârşit, a treia matrice defineşte operatorul de inversare şi 

deplasare circulară la dreapta cu un pas. 


SEMN! 


matr 
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N 


2.2 Operatorul ataşat unui semnal; depli 


O 
o 
= 
o > € 
(a 
i as nid 


DE ii. 6 10 











00 0 ) 1] [0 0 O í 0 [0 ( 
| | | | 
y WE] U O ) 0 0 ] |1 j j | 
n [ a n A. Al lA A ÎL: ax 
u y ă U U U [| U U | Li U } | (10) 
| 


OBSERVAŢII (1) Dacă notăm operatorul de deplasare circulară la 
dreapta cu un pas cu A, operatorul de deplasare circulară la 
dreapta cu i paşi este A! 

(2) Operatorul de deplasare la stânga cu i gi 
operatorul de deplasare la dreapta u N-i paşi i corespunde 
matricei a? transpuse 

(3) Inversarea şi deplasarea 





contează ordinea în care se ap i ine 
se inmulțesc matricele corespunzătoare 
(4) Baza canonică este generată de n singu f prin 





deplasări ciclice. 





convoluţia şi corelația 


(în particular alnl=6ln]) este, prin definiții 


Ûperaror ATAŞAT, DEPLASAREA HODULI pel L ataşat unui 
semnal 


ainj=aoLnjta oln j4 ta n-N+1 


matricea A.) (în particular 4; 


0909 se . a 
] 


| 
| 


A, n -0 


Acțiunea unui astfel de opera supra u ‘lement x[n] din M 





corespunde deplasării la d pta í n entul alnj: 
| 


ätori ataşat emna | [n ]J=6 est operatorul de 
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sa 





Å., „i X [n] = X |N- 1] ls) [n] xic ] $ [n-1] + +x [N-2] 6 [n N+1] (13) 





un semnal corespunde 





4; i = | . . | A; 








DE CONVOLUŢIE CU UR SEMNAL Y|N| MODULO SEMNALUL aln] 
louă semnale yin] va fi privită în cele ce 








a perator cular rat de unul dintre 
upra celuilalt Re] entarea unul as de operator constă 














i e 
l: pta modu număr de pagi egal cu rangul 
li mi rezultat în urma conyoluției 
odusul scalar dintre semnalul 
xin je | t la dreapta cu i paşi modulo 
a | 
1 pa la i presupune adoptarea seanalului 
= Astfel] ător convoluţiei circulare cu 
t sa circulantă 

>marcăm fapt jintre componentele semnalului 
ntă on două semnale x[n] şi yl| este 
u sul din semnale cu câte o replică a 

~ | lic cu 0...N-1 paşi 





SRNA 











SEMRALE, CIRCUITE SI SISTEME 





| y[0) y[N-1] y[N-2] y [2] y[1 

| YEL) ylo] y[N-1] yi3] ylzl | 

| yi2] yla]  yLo] [a] yi3) | ies 
| pn | 

iy [N-2] y[o] yi 

|y [N-1] y[1] l 





Fa Cena TORUL DE CORELAȚIE CU Un SEHNAL 
Corelația (sau produsul de cor 
secvențe x[n] şi y[n] este semn 

















EA intern al secvenței x[n 
cu i paş modulo afn]: 
N-1 
z [n] = x[i] oy[n+i] 
=<XLII ,Y ini? i [n t< [z] t [ „6 P: (17) 
.-+<X[n] , y [n-N+1] in 1]; 





z[n] se va mai numi x l 
a semnalelor x[n] orelaţie modul 
a[n] a semnalului xl Funcţia de intercorel 
semnalul afn] este un semnal care are drept componente 
interne intre x[n] şi replicile deplasate la stânga modulo ¿ 
yin]. Se demonstrează imediat că produsul de intercorelaţie 
este comutativ 

Operatorul corespunzător p 


de autoc 












este descris de o matrice gener 
lui yin]: 











[ yio) y[1 [2] N-2] y[N-1]] 
v [1] y [2 y [3] VIN 
| yi2] y3 yi4] yoj LEd a) 
| 418) 
| à [| 
|y [N-2] y[0] y[N-4] y[N-3]] 
| S z | 
L (N-1) "LU VII] y [N-3] y[N-2]] 
å perator le nvolut Şi ţie ciclică sunt 
ice generate de un singu Lement din Mă şi 
acestula bținute prin eplasări  circile 





particular astfel de o 
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pot elementului care i-a generat, 
coresp sau autocorelaţiei. 





(2) Există secvenţe z[n] şi y[n] pentru care convoluţia ciclică 
este nulă. Aceasta înseamnă că x[n] este ortogonal atât pe y[N-n] 
(=y[-n]) cât şi pe toate replicile acestuia deplasate ciclic cu 
orice k, y[N-(n-k)]=y[-n+k] 





5. LORELAŢ TIA ȘI plete UNOR SECVENȚE PARTICULARE 

O particularitate remarcabilă a spaţiului MW constă în existenţa 
de alerta pentru care corelaţia (sau convoluţia) 
modulo un element precizat) este nulă. în cazul 


convoluției ciclice: 






unor 


yig] VvIN-1]) y[N-2] ... Y2] yE] [| [0] ] [0 
| 14] yio] y [N-1 y [3] yi2] || £ [1] | 9 
; Și zi fa I [9 

2 y[o] y[4] y[3] || | -= {-] (19) 
îi | NA Le 
[N-2] y[N-3] y[N-4] ... yi0] yIN-1]| x [N 21| 0 
[N-1 y[N-2] y IN 3] y[1] yloj j x [N-11] [0] 


(x este ortogonal pe toate replicile deplasate ciclic şi inversate ale 
lui y) 

De asemenea, există elemente x a căror autoconvoluţie (ciclică sau 
modulo un element precizat) furnizează tot elementul x. în cazul 
autoconvoluției ciclice: 














[ x(0] N-1] XIN-2] ... x[2] x(1] | x[0] ] | x(0] 
x(1] >`] x[N-1] x[3] x2] || *[1] [| xli] 
[ [e f } 3] | x [2] | x 12] 
| x[2] x [0] x [4 x [3] | E $ (20) 
|x IN-2] X[(N-3) x(WN-4) ... xL[0] x[N-1] | x (N-2] x N-2] 
Ix (N x[N-2] x(N-3) . x[1] xio] ]LXIN-11] [x[N-1] 
azuri particulare remarcabile de corelație sau convoluţie (nu 


ciciică) a două secvențe sunt acelea pentru care cel puţin 
tioane ale uneia dintre secvențe şi cel puțin ultimele 
oane ale celeilalte secvențe sunt nule’ 
xx*xkxxx*xx*xxx00000000000000 ( k eşantioane nule) 
XX kr x*x000000000 (N-k-1 eşantioane rule) 
În această situaţie corelaţia sau convoluţia ciclică cciduc la 





k egan 








Pozițiile eşantioanelor nule gi ale celor nenule pot fi 
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œ 








SEHEALE, 





CIRCUITE ȘI 





SISTEKE 


acelagi rezultat cu convol 
capitolul următor: deplasarea ciclică 
neciclică. Constatăm că putem rea 
secvenţe prin adoptarea unui N sufici 
secvenţelor iniţiale şi completarea 
caracterul "modulo N" al deplasăr 





ă a două 














6 ACȚIUREA UNUI POLINOM OPERATORIAL ASUPRA URUI N MN 
Fie polinomul g(d), de grad maxim N-1, şi A un operat Acţiunea 
operatorului g(A) asupra unui semnal x[n]eN" rie 
Ş(4A) xn) =gox In] +g, A*x[n]) + „d 
Există o situaţie când acţiunea operatorului g(A) asupra 


se interpretează simplu: atunci când matricea A este 
elementului a[n]. în acest caz acţiunea matricei A asupra 





x[n] constă în deplasarea la dreapta mod 

Efectul acţiunii repetate de k ori | 
unui element x[n] constă în deplasarea la 
a[n]. Prin urmare, acţiunea operatorul 
ponderată cu g; a replicilor deplasate la 
semnalului x[n). 





Ta OPERATORIT DESCRIŞI DE MATRICE DIAGONALE 

înmulţirea unui semnal cu un alt semnal pi 
a unui operator diagonal având 
diagonală şi toate celelalte elemente 





















O alll 0 (8) | ca 
ze | (22) 
(9) Ps iii EE 
9 a(N-2]x|IN-2]| 
ñ n la Par] y Tart] | 
L [Şi y j LG Lai LJAL ij 
Rezultatul acţiunii operatorului asupra semnalului x[n] es 
yln]=a(0]x(0]6(n]+a[1]x[1]6[n-1]+...+a[N-1]x[N-1]6(n-k 
în particular, diagonala matricei ratorului te conţine un 
bloc compact cu elemente egale cu unitatea restul ele fiind 
nule. Un astfel de operator este o "fereastră dreptunghiul 
8. OesenvAŢIE Operatorul diagonal de înmulțire cu o venţă 








corespunde evident produsului a două elemente din W". Preferăn să 
considerăm înmulţirea a două elemente drept acţiunea unui operator 
particular; desigur înmulţirea poate fi definită ca operaţie binară 



































fa i 
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ntre două semnale corespunzător produsului 
] 


laşi rang. 


[oranac ) A DOUĂ SEMNALE Produsul extern al 
y[n] este prin definiţie operatorul reprezentat 





| a: oi XoY y- 
X, y X.Y X, Yy 
r 1 1 17 N-ìi 
cin] ><y [n] = (23 
je Saa 
| r y v 
[X-a Yo Xp- X-a Y-a | 
Acţiunea unui astfel de operator asupra unui semnal z[n] produce 


un semnal 





actorul de proporţionalitate fiind 





xn) ><ylalz[n] > (24) 





Notaţia ut î că semnalul rezultant este 
proporţional ("col n)z[n] 








3. TRANSFORMATA d 


EUM E 


în ce e urmează vom studia legăturile care pot fi stabilite 
între oper j ] amele în variabila ti şi semnalele spațiului Mi, 





d A UNUI SEMNAL DIN M între semnalele aparţinând 
şi polinoamele în variabila d având coeficienţii în 
när prim) şi grad maxim N-1 se poate stabili o 





-1]6[n-N+1] <-> (25) 
x (4) x(N-1]ai- 
Polinonul X(d) se numeşte transformata d a semnalului x[n]. 

Variabila d i rolul unei variabile de ordonare, x[i]d! simbolizând 
faptul că valoar semnalului corespunzătoare argumentului i este x[i], 
coeficientul variabi d T reg a (engl.)). Transformata d 
a oricărui element t i linom de grad maxim N-1 cu 
coeficienți în } Utilitatea introducerii 
transformatei d a une cvenţe este legată în mare măsură de 
corespondenţele care se pot stabili între operatorii de deplasare, 
convoluţie şi corelaţie şi înmulţirea polinoamelor reprezentând 












AJ 


n "9 








SEMNALE, CIRCUIT 
diferite transformate d. 


2. (BSERVATIE Operațiile intre p noame (inclusiv cele intre numere 


gi polinoame) se vor ta g „iar cel mere cu 


, n 





3.1 Relații între din iu] pi i şi 





polinoame cu coeficienți in câmpul M=GF(M) 


1. Poumon ATAŞAT UNUI ELEMENT  Polinomul p, tagat unui element 
a[n]eM" este polinomul monic în variabila d egal cu di - iintre 
d şi A(d), transformata d a lui 


p. (d)=al-A[d]=d - a[N-1]ah”! N - ) 
i í 
2. POLINOM CARACTERISTIC AL UNUI OPERATOR iniţi omul 


caracteristic al unui operator reprezenta e mat ea A 











A 
Polinomul caracteristic poate 
Ei k 

p. (d) Tf p.iqd)= ] z 20) 

“A $4 A 
unde polinoamele p; (d) ireductibi 3 

Doi operatori repre ți i ne i sunt 

asemenea dacă există matrice i i e modală) 


astfel încât: 


Polinoamele caracteristice corespunzătoare operatorile asemenea 
sunt identice deoarece 





Matricea modală M realizează o transformare asemenea in port cu 
care semnalele xin], yln] şi respectiv x in], y, ln] sunt ivalente în 
sensul că, dacă y[n]=Ax[n], x(n)=M ] j M atunci 
y[n]=AHx, [n], My, [n]=AKx, [n] şi astf 

= y; [nl=M 1AMx, [n] adică y, În 

Ne reamintim că am finit oper 
din H drept operatorul desc 
pe ultima coloană egale cu com 
subdiagonala prir 











JORNE 
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imediat că polinomui caracteristic al operatorului 


n] este egal cy linomul ataşat aceluiaşi semnal: 





in acest motiv, operatorul ataşat unui semnal a[n] se va nota fie 





iind polinomul ataşat semalului afn]. 











ala] 4 

Adoptar i mări asemenea prin matrice M potrivite 
formei matricei inițiale fără modificarea 
a t stf ın `operator A poate fi transformat 

A atasat elementului afn] 
E ANULARE AL i CE |OPERATOR A este orice 
ilează d d este înlocuit cu A adică satisface 

4. z- HAMILTON 








Polinon j al matrice A este polinom de anulare 
ant 
Demonstrație: (dI-A) [adj (dI-a) ]/P, (d) 
i; A)adj(dI-A)=0 
D : 3 ; 
5 L OLIN i ul unei ri este polinomul monic de grad 








mini ) pe u care m,(A)=0. Polinomul minimal este monic gi 
j polinom de anulare, în particular 





3 


poate fi el însugi polinom 





minimal. 


U f 
6. Forua C} ICA WHITH Polinomul caracteristic al matricei A , 
det (dI-2 se schi asupra matricei  dI-A se efectuează 
operații elg între linii sau coloane. Operaţ ] 
sunt: 





jte 
pie 
j= 
D 
D 


(coloane) ; 
Je) cu un scalar nenul din câmpul 





rea oricărei linii (coloane) înmulțită cu un polinom la o 





T-A poate fi adusă la 








SEN 
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+, (d) Q 0 | 
0 1) 
A ) Y ( ( | (30) 
0 0 sar şa) | 


în care polinoamele $, (d), numite factori invarianţi sunt monice şi 
satisfac relaţia: 
(d) luu (d) Yie{0,1,..., M) (31) 


(fiecare polinom divide polinomul cu indice superior). în particular, 
primele k (k<N) polinoame pot fi egale cu unitatea. 

în mod evident polinomul caracteristic al matricei A este produsul 
factorilor invarianți: 


pa (d) -J] Yi (d) a 
i=i 


Polinoæul ș(d)=ţ, (d) este polinomul minimal al operatorului A adică 
polinomul de grad minim care satisface relația: 


Factorii ireductibili ai factorilor invarianti se numesc divizori 
elementari şi sunt polinoame de forma: 


) Cm 


Pu(d) =pa (d (34) 


Factorii polinomului minimal se numesc divizori principali. Aceştia 
sunt divizorii elementari având cele mai mari puteri. 

Prin urmare polinomul caracteristic se poate scrie pe de o parta 
în forma:(26), pe de altă parte, în forma (32) gi, în sfârşit, ca 
produg al divizorilor elenentari! 

Factorii invarianţi sunt polinoame care nu se schimbă în urma 
transformărilor asemenea (forma canonică Smith este aceeaşi indiferent 
de transformarea prin asemănare a matricei dU-A de pleacare). Factorii 
invarianţi realizează grupări invariante ale divizorilor elementari. 


Te ExeueLu Prin transformări elementare, matricea dI-A 
corespunzătoare operatorului A: 





ê Desigur, polinomul caracteristic se poate scrie şi ca produs 
între polinomul minimal şi ceilalţi factori invarianți. 
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o o VE A Ie Va Ie E) 

01000000 

a E: O ÎN NNE e NE, EE 

00001112 

A= 

000010090 

60:56:65: e E e: 

00000011 

00000010 

(M=(0,1)=GF(2)) se poate scrie: 
1010-50. 6 0 0 
01000 0 0 0 
0.0100 0 0 0 
dr id 0:94 0: 0 9 O 

0:50 614 + 0 0 
00000 1+d 0 0 
00000 0 a(1+d) 0 
0.8:0:0'0 6 0 d(1+d)2(1+d+d2) 


Prin urmare, polinomul caracteristic este 
pd (1+d)' (1+d+d!), 
polinomul minimal este 
$(d)=d(1+d)’(1+d+d?), 
factorii invarianți sunt: 
1, 1, 1, 1, 1, (1+d), d(1+d), d(1+d)? (1+d+d?) 
iar divizorii elementari sunt: 
d, d, (1+d), (1+d), (1+d)?, (1+a+4?). 


(35) 


(36) 


8. FORMA canonrcă RAŢIONALĂ A UNUI OPERATOR Ori de câte ori 

matricea unui operator poate fi adusă, printr-o transformare 
asemenea, la forma diagonală (se pun în evidenţă blocuri nenule pe 
diagonala principală) acţiunea noului operator (care este asemenea cu 
cel iniţial) se simplifică: fiecare bloc acţionează asupra unui 
subspaţiu al spaţiului iniţial. Dacă blocurile de pe diagonală sunt 
ireductibile la blocuri mai simple, se spune că matricea a fost adusă 


la forma canonică raţională. 


Forma canonică raţională a unei matrice A având divizorii 


elementari +, (d) rezultă printr-o transformare asemenea cu o matrice 


m 
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M potrivit aleasă? şi este 


Aia DD ve 











i- O Aa o 0 | ah 
o II RE Pia 
blocurile matriceale de pe diagonală fiind de forma 
0:00. 0 05 
EEO sa, DI 4 
Fisso 160 i. 0: up (38) 
j SL OT! &e a] 
d4 


şi reprezintă operatorii atasaţi factorilor elementari ai polinomului 
caracteristic. 

în cele ce urmează trecem în revistă câteva probleme referitoare 
la proprietățile polinoamelor cu coeficienți într-un câmp. 


3.2 Câteva elemente de teoria polinoamelor 


e TEOREME ALE ÎMPĂRȚIRII POLIROAMELOR 


(1) Pentru orice polinoame A(d) şi B(d) există o pereche unică de 
polinoame Q(d) şi R(d) astfel încât: 
A(d) = B(4d)Q(d) + R(d),  Os<grad R(d) < grad B(d) 
unde Q(d) este câtul,iar R(d) restul sau reziduul lui A(d) modulo B(d). 
Dacă R(d)=0, B(d) şi Q(d) sunt divizori ai lui A(d). Se notează 
B(d)|A(4), Q(d)|a(d) (B(d)|A(d) = B(d) divide pe A(d)). 


(2) Pentru orice polinoame A(d) şi B(d) diferite de zero, există 
un polinom unic E(d) numit cel mai mare divizor comun (cmmdc) cu 
proprietăţile: 

1) E(d)|A(d) şi E(4)|B(d) (divizor comun) 
2) & (d)[A(d) şi E, (d)|B(d) =>E, (d)|E(d) (cmmdc) 
Se utilizează notația E(d)=(A(d),B(d))=(B(d),A(d)). 
Prin urmare, cel mai mare divizor comun (cmmdc) a două polinoame 


3 L.A.Zadeh, E.Polak, Teoria sistemelor (traducere din limba 
engleză), Ed.Tehnică, Bucuregti. 
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A(d) şi B(d) este polinomul de grad maxim care le divide pe amândouă, 
Cmmdc F/d) se poate scrie în forma 
E(d) = M(d)A(d) + N(d)B(d), 
Polinoamele A(d) şi B(d) se numesc prime între ele sau relativ 
prime dacă E(d)=1. 


2: ALGORITMUL LUI Ever DE DETERMINARE A CMMDC A DOUĂ POLINOAME 
Considerăm polinoamele A (d) şi A, (d), primul având grad mai mare 
sau egal cu al doilea 
Se formează relaţiile: 





A (d)=P, (d).A, (d) +A, (d) grad A, (d)<grad A, (d) 
A, (d)=P, (d). A, (d)+a, (d) grad A, (d) <grad A, (d) 
Ay} (d)=P,., (d).A,., (d)+A, (d) grad A, (d)<grad a,., (d) 


Ag} (d) =P; (d)A, (d) 
A, (d)= cmadc[A; (d) ,A, (d)]. 


Algoritmul lui Euclid este echivalent cu dezvoltarea în fracţie 
continuă a raportului polinoamelor Ag (d) şi A (d): 











A, (d) 
PERLE 0 P, (d) + e 1 
d) ; 1 
P, (d) + - I (39) 
PF; (d) +. rata, da 
P d) + 
a | } P (d) 

Polinomu] A (d) este cmmdc al polinoamelor A(d) şi A; (d). 
Sublinien că algoritmul este valabil pentru polinoame iuand coeficienţi 


în orice câmp (în particular M=GF(M), Z, R sau C). 


A Teorema RESTULUI CHINEZESC Analog versiunii valabile pentru 


numere, teorema restului chinezesc referitoare la polinoame permite 
reprezentarea polinoamelor de grad maxim precizat şi având coeficienții 
într-un câmp de numere, în funcţie de resturile (reziduurile) 
împărțirii acestora la o serie de polinoame prime între ele. 
Considerațiile care urmează sunt într-o analogie perfectă cu cele 
prezentate în capitolul anterior. 

Ne referim la polinoame având coeficienți într-un câmp, în 
particular, M=GF(M) (M=prim). Considerăm polinomul 








SENF 


pe : 
ine. 


(Ace 
asti 


mic 


unde 


rele 


unde 
încă 


cu m 
grad 
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M(d) ŢI (m, (d) ]*: (40) 
=1 


pe care îl vom numi polinom modular, polinoamele m. (d) fiind prime în 
inelul polinoamelor cu coeficienţi în câmpul ado 2 
(m,(d),m,(d))=1, VY 1<si<jsk (41) 





(Aceasta Înseamnă c 
astfel încât a(d)m; ( 
Polinoamele [m; ( 


ă există două polinoame (nu unice) a(d) si b(d) 
d)+b(d)m. (d)=1), pentru orice i+j.) 
d)]'i, i=1,...,k se numesc module ale lui M(d). 


Teorema restului chinezesc afirmă că orice polinom n(d) de grad mai 
mic decât gradul lui M(d) se poate scrie în forma 


ÎS 100 pu i 


pldi s Baz 40) | ; grad r,(d) <grad lm,(d)]“: (42) 
J=1 mod M(d) 
unde 
(s.(d =0 J: 
(Sed) ) aoa (mid) ) “t 9 147 (43) 
(s;(d)) j=1 ü 


(mod m; (d) 


Polinoamele s.(d) se determină astfel încât să se respecte 
relațiile: i 





; TALS 
3 
| ` J 


/ WOA Ma) 


unde polinoamele t.(d) sunt polinoame de "normalizare" alese astfel 
încât 3 


— 
7 
à 
»* 
-— 
3 
Q 
i 
Lă 


(45) 


Polinoamele r. (d) sunt resturile (reziduurile) lui n(d) î 
cu modulele [m.(d)]'j. Prin urmare, orice polinom p(d) de grad i 

a t d Pi 4 m 
gradului polinomului modular M(d) se poate scrie sub forma 


raport 


erior 
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CEN a) i 


mod N (d) 


M(d 
p(d) = t} (d) — rd 
ke ir piu 





mod X (d) 


Analog teoremei referitoare la numere, sunt adevărate relațiile: 
s; (d) 8; (d) =8; (d) mod ua: 


"eyy d) =0 y» (sk); 
j x 0) = “noa ma) (47) 


Z sd) =i 
=i 


Am utilizat notații asemănătoare cu cele din paragraful referitor 
la teorema restului chinezesc pentru numere. 

Demonstrația teoremei restului chinezesc pentru polinoame este 
analogă cu cea referitoare la numere. 


4. OesERVAŢIE în cazul în care c, sunt mai mari ca unitatea, 


reziduurile r.(d) care apar în expresia teoremei restului chinezesc 
pot fi exprimate sub forma: 


(d) im, (d) ]7 (48) 


expresia teoremei restului chinezesc devenind: 


JS ts t ri: Ç ra) im (d)]" 


(49) 
[m; (a) ] 21330 





mod M(d) 
în această expresie as foaia s-au exprimat prin dezvoltările 


modulo [m; (d)]?: polinoamele „(d) reprezintă "coeficienţii" 
reprezentărilor m; (d)- are ale E cutite, Aceste polinoame se 


obţin prin împărțiri succesive ale reziduurilor la m; (d). Avem: 
cy-l 
r,(d)= 5 rjs(d) (m,(d)1*= (50) 
z=0 


sro (d) +r}, (d) m, (d) +r; (d) [m (a) ]2+.. . +rc, a) (d) (m; (d) ] ga 

unde r ip(d) este restul împărţirii lui r la m.(d), r, (d), 
restul împărțirii lui (r; (d) -rg ( d) )/m; (d) r (d), rj (d) restul 
împărțirii lui (7; (d) -rjo (d) )/m; (d)-r (d) )1/m, (d) la m (d) etc. 
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Dacă notäm 


M(d) 
i O im) Ai 
putem scrie: 
k Cyl 
p(d) p? 2 Ss, (d) r; (d) (52) 


3.3 Funcţii de un operator 


Fie f: (0,...,M-1) -> (0,...,M-1) o funcţie oarecare şi g(d) un 
polinom. Se poate scrie: : 
f(d) spa FL) 
Sefi, Maui SA Ps oeii ot A (53) 
gid 1% GA 


unde q(d) este o funcție analitică regulată în zerourile polinomului 


g(d), iar r(d) este un polinom rest cu grad r(d)<grad g(d). Rezultă 
f(d) =a(d)g(d) +r (d) (54) 


de unde, dacă g(d) este polinom de anulare al matricei A, în particular 
polinomul caracteristic, 


f( [A] )=r([A]) (55) 


Avem astfel posibilitatea exprimării unei funcții de o matrice 
printr-un polinom de grad mai mic decât gradul polinomului 
caracteristic. 


1. EGALITATEA A DOUĂ FUNCTII | por.roame ] DE UN OPERATOR Fie $} (d) 


polinomul minimal al operatorului A şi fie g; (d) şi g,(d) două 
polinoame cu coeficienţi în câmpul peste care este definit spaţiul 
Dacă polinoamele g, (d) şi g9,(d) sunt egale modulo polinomul (d) 
atunci ele satisfac relația: 
g, (A) =g, (A) (56) 


Prin urmare operatorii gı (A) şi g, (A) sunt egali dacă şi numai dacă 
polinoamele g.(d) şi g, (d) dau acelaşi rest în urma împărţirii prin 
$ (d). Demons raţia este imediată dacă se ţine seama de definiţia 
polinomului m: nimal. 
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Pj 
2: FuncrIr DE UN OPERATOR ŞI TEOREMA RESTULUI CHINEZESC Conform 


teoremei restului chinezesc, orice polinom de grad inferior 
gradului unui polinom M(d) fixat se scrie în forma (46). în cazul în 
care se doreşte exprimarea unui operator de forma p(A) utilizând 
teorema restului chinezesc, se pot folosi proprietăţile polinoamelor 
s,(d) (47) (se ţine seama de faptul că produsele s,(d)s,(d) sunt 


k 
2.3.0 B,E=5, DD (57) 


polinoame de anulare). Dacă notăm s,(A)=E obținem, pe baza 
proprietăților amintite, relațiile: 

Operatorii E, sunt operatori de proiecție pe subspaţiile generate 
de divizorii principali ai polinomului caracteristic ai operatorului 
A. Dacă se utilizează o descompunere mai fină, pe baza relației (49), 
se pot defini operatorii: 

2 175 (4) 


care satisfac relațiile: 


Zu1&jm>0 V jsk, Oslsc,-1, Osmsc,-1 


=. Pi Pertoana UNUI POLINON Se poate demonstra că orice polinom p(d) 

nedivizibil prin d cu coeficienți într-un câmp finit GF(M) este 
factor al unui polinom de forma dT-1 pentru un anumit i. Cea mai mică 
valoare a lui T se numeşte perioada lui p(d). Se demonstrează că 
perioada unui polinom de grad n ireductibil, diferit de d, cu 
coeficienți în GF(M) trebuie să dividă numărul M”=-1. Perioada 
polinomului [p(d)]* este MT unde i este cel mai mic întreg astfel 
încît M*>c iar T este perioada lui p(d). 





å. PERIOADA UNUI OPERATOR Prin definiţie, perioada unui operator 


este valoarea minimă a numărului T pentru care este adevărată 
relaţia AT=I. 


5. OPERATORI NULPOTENȚI Sunt operatorii având polinomul 


caracteristic de forma d*. Forma canonică a unei matrice nu lpotente 
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YU U v 9 9 

3 DER o RE Q 0| 

9 1 0 ssr 00 

| ; (60) 
10 0 Y O Q 

| 

DI a 0 d: i 








Acţiunea operatorului asupra unui semnal deplasează la dreapta 
semnalul modulo d*=0 adică deplasarea se face cu "pierderea" 
componentelor din dreapta. Astfel, după maximum k deplasări, rezultatul 
este semnalul nul. 


6. PERIOADA UNUI SEMNAL ÎN RAPORT CU UN OPERATOR. Fie un operator 

A având polinomul caracteristic de forma p„(d)=[p(d)]*. Acţiunea 
repetată de i ori a lui A asupra unui semnal x[n] este echivalentă, în 
transformată d, cu multiplicarea lui X(d) cu d: modulo [p(d)l*. 
Perioada semnalului x[n] în raport cu operatorul elementar A este 
valoarea minimă T care satisface relaţia: 


dx (d) =X (d) mod paid) (61) 
sau, echivalent, 
(1-d7)X(d) 0wa $=? (1-d7)X(d)=g(d) pid) ] (62) 


Fiecare polinom [p(d)]* are o perioadă T, (T, trebuie să dividă MPi 
unde h, este gradul lui p(d)) cunoscută din tabele sau prin încercări. 
Cu alte cuvinte, se ştie pentru fiecare i care este T, minim care 
satisface relaţia 

[pid] t a-da i 






Dacă [p(d)]“-+ divide pe Xx(d) dar [p(d)]*-*** nu divide 
atunci perioada semnalului x[n] în raport cu operatorul A e 
într-adevăr, în acest caz se poate scrie: 

(1-d7)ă(d) lp(d)]“i=gt(d) lpta) l€ (64) 
adică T este cel mai mic întreg astfel încât (1-d”) să aibă factor pe 
lp(d)]i. Cum T, este cel mai mic întreg astfel încât (1-d”) este 
multiplu de lp(d)]*, rezultă că T.=T. 

Dacă h este gradul lui p(d), atunci N=hc. Există M"+ semnale având 
transformate d divizibile cel puţin prin [p(d)]“-* şi există Mi: 
semnale având transformate d divizibile cel puţin prin [p(d)]* *"**. 
Există deci WPi-Mh(1—2) =Mh(4-2)(M-1) semnale care au perioada T,. 
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3.4 Polinom primitiv 

Noţiunea de polinom primitiv este legată de posibilitatea generării 
tuturor elementelor câmpului MĂ (modulo un polinom ireductibil) de 
către un singur element. 

Un polinom ireductibil de grad N este primitiv dacă şi numai dacă 
divide polinomul d!-1 pentru n cel puţin egal cu M-1 (nu divide d!-1 
pentru n<M-1). 

Se demonstrează că pentru orice M gi orice N există un polinom 
ireductibil de grad N. 

Transformata d a fiecărui element x[n] din M satisface relaţia 
x[d]i=x[d] unde R=M şi se poate exprima ca putere a unui element!’ 
corespunzător unui polinom primitiv. Aceasta revine la faptul că toate 
semnalele din Mi pot fi generate prin convoluţii repetate (modulo 
polinomul modular ireductibil) de către elementul primitiv. 


1. Ex Pentru M=2, polinomul di+d+1 este ireductibil. Rezultă că 


mulţimea Mi =2t poate fi structurată drept câmp modulo polinomul 
ireductibil de mai sus. Polinonul d <-> 6[n-1] este primitiv. Prin 
urmare, d ridicat la puterile 0...14 modulo polinomul df+d+1 
generează toate elementele nenule ale câmpului. Acestea au 
transformatele d următoare: 


dr d, di, di=a+i, di=d+a, dÉ=d?+dt, d'=1+d+d?, d=1+d, M=a+di, 
dii=i+a+d?, d!l=d+d?+d?, dl?=1+d+d?+a3, dii=1+ai+ai, alt=1+al. 


Originalele acestor elemente se determină imediat: 


6[(n],6[n-1), 6ln-2], 6ln-3], 6(n]+6([n-1), 6[n-1]+6(n-2]...etc. 


4. PROPRIETĂȚILE TRANSFORMATE d 


Considerăm o pereche x[n] <-> X(d) şi polinomul modular P(d) 
precizat, corespunzător semnalului modular a[n] (în particular, pentru 
a[n]= 6ln], polinomul modular este P(d)=d!-1). 


10 semnalul core K? unui polinom primitiv 
d-ay. a-l -. „ad -ay 
este ajô[n]+a ó[n-1]+. ..+ay.1Ôln-N+1]. 
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11 


d ex, [n] g=% În aX, (d) (65) 


2. Depasanea în mmp | 
AUSE] ot ati 1-9 ARC sea pre ii 


1. LiRIAR ITATEA 


3. COMBINAȚII LINIARE DE DEPLASĂRI MODULO UN SEMNAL (Poumon ATAȘAT) 
N-1 


2 gxin- İl nod ain) *JoX [n] +g x[n-1] +... +gp x [n-N+1] <->(67) 
<-> g(d)X(d) moa ata 


4. Comvorurra !: 
68 
x[n] *y [7] mod atn -F> xik) yn- Kl mod ata <-> X(d)Y E PERT, ) 


în continuare prezentăm demonstraţia pentru cazul convoluţiei 
circulare (aln]=6(n]): 


M-i M-11 
xin] +y [n] =F xI k] .yln-k] pi 2 (<xin] ,ylk-n]>.5 [n-k]) = să 
(æl0].ylOo]+xl1].ylM-1] t... +x[M-1] .y011).8 [a] + 
(lol ya] vata. ylol+. n txlM-a] yll .8lna] + 
[0]. y[M-1]+x[1]. i La z .+x[M-1] -y [O] } .ô[n-M-1]. 


Făcând produsul celor două transformate d, X(d) şi Y(d) şi ținând 
seama că di=1, qă'l=a, etc. obţinem: 

Comparând expresiile determinate în mod direct şi prin înmulţire 
rezultă proprietatea enunțată. Ne reamintim că în spaţiul MĂ tă 
semnale x[n], y[n] a căror convoluţie este nulă şi semnale x[n] a căror 
autoconvoluție (în particular circulară) furnizează acelaşi semnal: 








l1 Reamintim că sumele şi produsele se fac modulo M deşi 


simbolurile utilizate sînt cele obignuite. 


12 s : a 2 r a A PRAA 
* A fost tratată în detaliu în subsecţiunea consacrată 
operatorilor. 


1% vezi nota de subsol precedentă. 
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x(d).Y(d)=(x[0] .1+x[1] .d+. ..+x[M-1] .d®!). 
(y [0] .1+y[1] .d+...+y[M-1] d?) = 
(x[0).y[0) +x[1]) .y[M-1) +.. .+x[M-1].y[1])+ (70) 


(xlo) .y[1) +x[1).y[0]+...+x(M-1).y[(2)).d+.. 
+(x[0] .y[M-1] +x [1] .y[M-2] +.. .+x[M-1] .y[0]). d"). 


x[n]*x[n]=x[n]. în domeniul transformatei d aceste proprietăţi se scriu 
X(d)Y(d)=0 respectiv x(d)X(d)=x(d) (modulo un polinom modular precizat, 
în particular qh-1). 


5. CoRELAȚIA este convoluţia cu secvenţa inversată. Transformata d 


a semnalului corespunzător corelaţiei a două semnale x[n] şi y[n] 
este produsul dintre transformata d a unuia dintre acestea şi 
transformata d a celeilalte secvenţe inversate (obţinută prin 
transformarea y[k] -> y[N-k]). 


6. OBsERvATIE Reamintim că atât convoluţia cât şi corelația nu pot 


fi definite fără precizarea polinomului modular. (A nu preciza 
polinomul modular este echivalent cu a defini suma şi produsul 
dintre numere modulo M fără a-l preciza pe M.) Mai observăm că, 
esența acestei situaţii derivă din necesitatea de a defini dl, 


atti... etc. 


|] 
T TRANSFORMATA SEMNALULUI MULTIPLICAT CU A 
a"x(n] <-> X(ad) (71) 


4 
8. TRANSFORMATA SUMEI Suma de la O la n din x[k] este convoluţia 


dintre x[n] şi semnalul constant o[n]. Cum transformata treptei este 
(1-4H)/(1-4) aşa cum se demonstrează în (4.1.-) se obţine: 


P xik] = x[0]ð [n] +(x[0]+x[1])ð [n-1] +.. 
Se N-a i (72) 
xi) 8 ln N+1] <-> X(a) 1- 


] i ij că 
H Desigur, modulo M. 
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j ii | 
9. TRARSFORMATA SEMNALELOR PERIODICE Vom defini semnalele 
"periodice" ca fiind acele semnale care satisfac relaţia: 


x[n] = Y x, (n-1K) =x[n-K)] 
1=0 


N _ 
Ě 


(73) 


unde x,[n] este "semnalul generator" al semnalului "periodic" x[n], iar 
KIN. 





Remarcăm că un semnal "periodic" rezultă prin convoluția circulară 
dintre semnalul 9 [n] (definit mai jos) şi semnalul generator. în 
transformată d aceasta revine la înmulţirea transformatelor celor două 
semnale. 


4,1 Transfornate d ale unor semnale remarcabile din wi 


- transformata d a semnalului ó[n] este, evident, conform 
definiţiei, egală cu 1: 





[n] <- 1 (75) 
- transformata d a semnalului a: 
Ni R 
ai si aa yi 1-aNay 
an <->) 1+adta2d2+. +a tdrt aidiz Aa Q_ (76) 
2 1-ad 


1*0 


- transformata d a semnalului 'o[n]=6[n]+6(n-1]+...+6[n-N+1]: 
N-] x 1-a” 
a[n] <-> ledra’. d*i di= (77) 


1-d 


= transformata d a semnalului o[n]-o[n-k], k<: 


o [n] -o [n-k] <-> 1tdidè+..+dti=Y dis 1-2 (78) 
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- transformata d a semnalului a (o[n]-o[n-k]): 


ntatăi-0 [= ) 4-3 ȘI uitai Aa d (79) 


este 


N-a 
Ș* qirs 1-dYF (81) 


N 
%71 
K 
ô, (n) = ô [n-i <-> 1+qă+a28+, n td 
d > x = 1-d* 


P a . A 7 W oa: 
4.2 Aplicaţie pentru cazul M=2 în teoria codárii 

O aplicaţie remarcabilă a proprietăţii de anulare a produsului 
intern a două secvenţe se referă la tehnicile de codare şi decodare în 
transmisiile de date. Se pune problema transmiterii informaţiei sub 
forma unor succesiuni de semnale discrete, de cele mai multe ori 
binare ("cuvinte") asimilate cu elemente din spaţiul W. Esența acestor 
tehnici se bazează pe ideea de a transmite mai multe simboluri decât 
cele strict necesare transmiterii informației din fiecare cuvânt, fie 
ele k. Acest lucru se realizează prin "lungirea" cuvintelor transmise 
cărora li se ataşează în față încă m simboluri de control, dependenta 
de cele i simboluri de informaţie, cu scopul de a detecta şi chiar a 
corecta erorile apărute datorită perturbaţiilor de pe canalul de 
transmisiune. Desigur că numărul de erori ce pot fi detectate respectiv 
corectate este în relație directă cu numărul de simboluri suplimentare, 
m (evident, cu cât m este mai mare, cu atât ne aşteptăm să putem 
detecta şi corecta mai multe erori - nu ne propunem să intrăm în 
amănunte). Vom sugera în cele ce urmează numai principiul care stă la 
baza determinării simbolurilor de control din cele de informație. Vom 
presupune că cele m simbolurile de control sînt puse la începutul 
cuvântului transmis, iar cele k simboluri de informaţie în continuare, 
astfel încât m+k=M. Dacă notăm cuvântul transmis cu vin], constatăm că 
v(d)=Cc(d)+I(d) unde cln] reprezintă cuvântul de cod având ultimele k 
simboluri nule, iar i[n) cuvântul de informaţie având primele m 
simboluri nule. 
Cuvântul transmis este: 


SRNT 


sau 


în 2 
cu n 
tret 


ý; 


repr 
mult 
să c 


defi 
inte 
prin 
spat 
func 





_ "n t 
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vin) =c(an)] +1 (n) (82) 


Dacă se poate adopta o factorizare a polinomului d!-1 de forma 
di-1=H(d).G(d) unde grad(d)=m şi grad(G)=k, cele m simboluri de control 
se pot obţine impunând una dintre următoarele condiţii: 

v(d) =C(q) +I(d) =1(d) .G(d) (83) 


sau, 
V(d) =C(d) +I(d) =I(d) +H(d) (84) 


în ambele situaţii, prin identificare, rezultă un sistem de m ecuaţii 
cu m necunoscute din care se pot determina simbolurile ` de control care 
trebuie ataşate. 


5, REZUMAT 


în acest capitol este prezentată mulţimea semnalelor discrete 
reprezentabile prin N-uple având valori din mulţimea (0...M-1). Această 
mulţime se dovedeşte a fi câmp dacă M este număr prim; am preferat, însă 
să o privim ca Mspaţiu vectorial. 

Este important faptul că în mulţimea (finită) de semnale astfel 
definită se poate introduce un produs intern pe baza căruia se pot 
interpreta în mod unitar acţiunile diferitor operatori reprezentabili 
prin matrice pătrate de ordin NxN. Practic toate proprietăţile 
spaţiului ML, incluzând teorema restului chinezesc se regăsesc aici în 
funcţie de polinoamele reprezentând transformate d. 
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REZUMAT 


w N 
= O 


în acest capitol introducem spaţiul de semnale M? ale cărui 
elemente sunt semnalele discrete având domeniul mulţimea Z a numerelor 
întregi şi codomeniul, mulţimea M=(0,1,...,M-1), operaţia de grup fiind 
suma modulo M a componentelor de acelaşi rang ale semnalelor. O parte 
dintre proprietăţile spaţiului M7” sunt asemănătoare cu cele ale 
spaţiului M": spaţiul M7 este limita spaţiului M” când N tinde la 
infinit. Spaţiul M" constituie cadrul dezvoltării teoriei sistemelor 
discrete modulare. 


1. SPAȚIUL M” 


1.1 Definiții, structuri 


O generalizare posibilă a spaţiului M" o constituie clasa 
semnalelor discrete cuantizate pentru care domeniul este Z, mulţimea 
numerelor întregi, iar codomeniul mulţimea finită de numere (0,1,...,M- 
1). Elementele spațiului M7 sunt vectori de forma 

zíÍn]={...x[-1],x[0],x[1],...]7 Osz[ín]<ĦM, Vnez 
O reprezentare intuitivă a elementelor acestui spaţiu corespunde 
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plasării egantioanelor pe un lindru orizont: 


ie lungime 





oricât de mare (cilindrul ' ! m Lu 
u M" I a 3 5 t 3 
F fo N f f 


ma 
n, 
f 
> 
~ 








3 2 s R 
4 
| 
\ i 
n ON, kS “ 
Fiq.1 Reprezentare a unui element din spatii z 
Două clage MP 
având suportul con le 
cele al căror na 


“cauzale"). 

Semnalele dir 
în forma zÍn]. La 
atât semnalul generic, variabila 
şi valoarea semnalului pentru coordonat: 


nota şi cu x[i], 1ez, x, x., eti 


ta, ca gi cele din M” 
x[n] semnifică 
cu n, cât 










1. Oaservarrr IMPORTANTE (1) Analogia 
notat. M* este fc 
secţiunea anterioară se regăses 
conceptele legate de caracterul 
modular, convoluţia şi corelat 
urmează vom trece în revistă în 
insista asupra principalelo: 
revedere a secţiunii anterioare 

(2) Toate operaţiile din spat 
efectuate în spaţiul M= dacă N este suficient de pare 
din N” au suport finit. 

(3) Pentru ca mulţime 
M să fie număr prim (multim 
GF(M)) 


e m d t $ ry 
stringāä. Majorita 


















asemănările gi voma 
> două spații. O 
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posibilă şi definirea spaţiului M” peste extensia de 
rd: l m a câmpului Galois GF(M), GF(M=), în acest caz fiind 
necesară precizarea modului în care se definesc operaţiile de 
adunare le înmulţire în GF(M°): elementele din GF(W) sunt puse 
în cores ı polinoame având coeficienți din GF(M), adunarea 
olinoamelor iar înmulţirea, produsului 
inos ireductibil precizat. Se poate arăta 
) 3 liniare (care vor fi introduse la sfâêrgitul 
1), definite pentru scalari din GF(>), sunt 
siateaele definite pentru scalari din GF(M). Din 









corespunzând 
Dol incape] or 








vom considera numai semnale definite 





în continu: 





iul M2 este înzestrat cu operaţia internă de adunare 








moch semnalelor care determină structura de grup": 
=] -1],x[0)ey[01,ziilsyi1], ză 





|] 
j 
tire modulo M cu scalari din câmpul 





ETERA Produsul intern a două semnale se defineste 





A (xtiloyli]) (1) 
ni 





în care ] e] le sumare au fost simbolizate ie degi sumele, în 
cazuri la Dra: e, vor conţine un număr finit de termeni nenuli. 
Í în mesbrul stâng semnale în timp 
din pt reprezintă componentele acestor 
semnale. Presupunem că cititorul va face distincția necesară, în 





n] care satisfac relația <x[n],y[n]>=0 sunt 





ortogonale 

Ca şi spaţiul M", spațiul înzestrat cu un astfel de produs nu este 
spaţiu Hilbert gi nici nilbertian căci relaţia <x,x>=0 nu implică 
cu necesitate x=0. şi în acest caz se pot defini metrica Hamming, 
produsul intern cu pondere gau produsul scalar în care sumarea se face 
în mod obisnuit. Mot j ru care s-a preferat definirea produsului 
scalar cu sume modulo M este legat pe de o parte de coerenţa utilizării 











Pent. 


Ca gi în capi 
nota tot cu + sa 
H. 


susa gi produsul modulo N se vor 
(punct) indiferent de valoarea lui 





SRH 








SRMORALE, CIRCUITE < STRN PATIUL DE SRARALR H* 





unui acelaşi mod de sumare şi le t pa ie interpretarea 
convolutiei ca semnal ale ăruij omponente sunt produsa 

un semnal gi replici ale celuilal P A liniar 

general, t sa i Î azul spaţ 

Produsul it es AI | etr 

Å. Baza CANONICĂ ÎN Definim semnalul 6ln-i semnalul care are 





toate esantioanele nule u excepti ea] yI į ices element 





Mulțimea {őó[n=-i]} i=0,1,...,N-1 formeaz n se normat în 
raport cu 


de ortoaonalitate 





5 OBSERVAȚII E Utilizarea tor baze nu este în general, oportună 


deoarece ar fi necesar să se cun că numărul maxim de componente 





nenule ale oricârui vector pentri i defini o transformare de baze 
printr-o matrice de rang suficient e mare 





6 TRANSFORMA TA d A UNUI SEHNAL DIR 

poate stabili 
spaţiului M? şi seriile în variabila d având coeficienţii în câmpul M 
(M număr prim) 


Ll spațiului W~ 


alele 





K{d) „+X[-1]d-2+x[01d9+x[1]d (4) 

Polinomul X(d) se va numi transformata 

x[n]. Partea formată numai din puterile 
reprezintă transformata d unilaterală 





a semnalului 
pozitive (inclusiv zero) 











? OBSERVAȚIE Deoarece numărul :omponente nenule ale oricărui 

semnal de interes din X7” este finit, printr-o deplasare venabilă 
i corespunzătoare să nu 
ordonare d. Astfel de 
gative ale 
Transformatele 


male, coincid 





a secvenţelor se poate ca transformat 





conţină puteri negative ale variabilei 





semnale, ale căror componente sunt nu 
argumentului vor fi denumite (impropri 


d unilaterale gi bilaterale, pentr 





Utilitatea introducerii transfor 
de corespondenţele care se 





* Remarcăm deosebirea dintre K (fixat) şi k, acesta din urmă 
preci argumentul semnalului (k =] 












SRNHAI STEN 4i /-5 SPATIUL DE SEMRALE Y? 
SE 











t convoluției PAR 











ra] inoamelor (care 
L li DI ul ob 1 
ră nu 
SE 
a ri Ar Aqida ery >t I N 
8 J Analogia cu spațiul M su 
definirii polinomului 
m 
D t AT 
m 
Ce 
n 
A a a 
f Po 
4 





definit pe spaţiul M2 


(în cazurile practice, 








tor Rlementele semnalului y[n] rezultat în urma acțiunii unui 


ii semnal zln) sunt produsele interne ale 
elemente] 5 co ituie y matricei A cu semnalul x[n]. 
Astfel, acţi pe ui A reprezentat de o matrice având liniile 
constituite „a_„[n],a.[n],a, [n]... asupra 
semnalului 




















— 





ăcute în 


ie de caracterul 
sti simetric sau nesimetric al [4 










inversabl] 
matricelo 












SEMSALB, CIRCUITE SI SISTEME 


2.1 Operatori particulari 





OpeRATORI REPR 














1 DE OLORI 
SUNT VECTORI AI BAZKI CANONICE AŞEZAȚI ÎN DIF T 
Astfel de operatori au drept efect reor E 3 

semnalului asupra căruia acționează. Operatori al 3 

sunt: 

- operatorul 
- operatorul ptâr 
Cei doi operatori 


care,pentru a preciza poziţia ele 
poziţia 00 a fost marcat cu indic 


f 

LI] ih . U 19 Ü -| (Jij. U 4 o) 
j- 
|. 


- operatorii de deplasare liniară (yln)=xlnti 
deplasare liniară şi inversare 
] sunt descrişi de matri 





ca sau dedesubtul diagon 


unitatea. Formele matricelor corespui 





asarii cu inversare la dreapta cu un 


i | E. 
| 9 0 | | 0 
| | | | 

[A] =| | [v+ 

] ) | 
— i 
| 








fl 3 
consider e 
sugerează u 
(fix) cores cu 
O de eleme: 
secvenţei (stânga) corespunde semnului 


+) cu cara se ia 


































Q 






ricelor transpuse respectiv 





operatori] 





la dreapta, adică unor matrice 

1 unitatea. Remarcăm 

element sau polinom, în particular 
sens în MZ 


având elementele 






Or egale ci 





operatorii de 





re la dreapta sa ga cu mai mulţi paşi, 
cu sau fără i sunt descrişi de matricele corespunzătoare 





operaţiilor cu 

paşi 
Transformata d a unui elemen 

modulo afn] es prodi 
Constatăm că deplas 





ridicate la puteri egale cu numărul de 


la dreapta cu un pas 
a 





elementului x[n]. 
a unui element x[n] 


a atorului 





corespunde, pe de o parte acţiunii 


descris de ma 








respecti AL nalului 
trasformatei ntate de produsi d], transformata 





d a lui x[n] 








Deplasarea la dreapta mai mulţi paşi revine cum am arătat, 
la aplicarea operatorului ridicat la putere egală numărul de paşi 





ai deplasării, iar în transformată d, la înmulțirea d la puterea 


corespunzătoare numărului de paşi 





) i 0 0 | P r 
0 0 ] 0 | . | | E, 
[| Aa | | Aa | 
POPES j (8) 
| 0 0 d | A | Xa | 
| 5 | | X | a; Ae a s c a 
|a a à 2-3 | j L Y-1 ] 


B:s UPERATORUL DE CO 
elementului vin] 


definit de 





ELENME Convoluțtia 


y[n]*z[n] 
circulantă 








onduce ] 








generată de ile 
| || 
yio] | i ) 
| LU] <y{-1-n x([nj> 
vin] *x[n] =| y[i] 
3 — | 
| vl2] 


în transformată d 





acţiune espunde produsului dintre 
3 


transformatele d ale Lui xin z [n] 





SEMNALE, CIRCUITE $1 SISTENE is-8 


ca 


DE SENSALE Y" 


yin] exin] <-> Yid].xX| i] (10) 


Remarcăm faptul că fiecare a atele semnalului 
reprezentînd convoluția a două se xín] gi vin] eate egal cu 
produsul intern dintre unul din semnale cu toate replicile celuilalt 
inversate. 

în cazul semnalelor cauzale (v.1.1.7), definite numa 
pozitive ale argumentului, convoluţia cu un 
reprezentat printr-o matrica de o forgă particulară: 








ValOr1i 





ment fizat este 





[yio] 0 0 = i cy [n ] > 
yli] ylol 0 ali A 1| psy [i-a] xin] > 
yi2] y[1] i ; 





y [n] +x [n] = 


k ÜpepaToRuL DE CORELAȚIE CU UN ELEHEST Yİ n | sorelaţia cu un 

element yln] din H* corespunde convoluţiei c slementul vin] 
inversat adică cu yl-n]. Cum 
inversare, rezultă că matricea coi 
matricea de convoluţie transpusă (i „ie SOI 
sunt unul adjunctul celuilalt) şi e liniile constituite din replic 
deplasate ale semnalului yln]. ] 





ODVOLULiLă Conţine pi arini 


espunzătoare corelaţiei cu vin] este 











pentru care egantionul i este 
secvența yin] deplasată cu i, yÍnti]: 


AEE 





| | 
yl-n] sx(n] 4... y[-1] yLO 


a 
TEEST 


P 


r 


Se demonstrează imediat că produsul de 
comutativ. 





4. Oesinvari (1) Operatorii de convoluţie şi corelaţie < iclică sunt 
reprezentaţi de matrice generate de un singur element din M* şi de 
toate replicile acestuia obținute prin de fără 
inversara. în particular astfel de : pot acționa supra 
elementului care i-a generat, corespu tor autoconvoluţiei sau 
autocorelației. 









(2) cmvoluţia (corelaţia) a două secvenţe x[n] şi yin. este 
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. (13) 





ia) une ntre celalta secvenţa 
ă mat LE i operatorilor de 







cu acelaşi element au coloana centrală 
loanele din dreapta şi din stânga sunt 





M7 nu exista 





nula Aceasta 




















ne fi ortogonal pe un alt 
nt yf si pe (toate) replicile tuia deplasate cu orice 
k, vi=n+ 
5 UPERATORI DI AGA 
~- Operatc sen | | astra este 
at pi ală având pe diagonala principală 
ar ad ă 
| | | 
|. || | 
| || E | 
| | |! L] x([-1] | E 
| 0 alo] 0 li x (0]x[0] | (14) 
| i F + a „i | 
( 0 ali P iaia iz lie | 
| |] | 
| x || J 
i Tea! | atorulu ra e LULUI X| | Lind deci 
[1 i[—1 1]6[n+ [0)x| n]+a[1]x[1]6[n 4 
în J ) Icel =] Lug tine n 
bloc pact cu elemente u unitate stul el lor fiind 
nule. Un astfel ator e ă drept ulară", 





peratorul 
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generată de semnalele x(n] şi yln]. Acţiunea unui a: 
asupra unui semnal z[n] produce, ca şi în cazul spaţiului M*, un semnal 
proporţional cu x[n], factorul de proporţionalitate fiind produsul 
scalar dintre y[n] şi zin]. 


ia operator 


2.2 Transformata d în spaţiul M“: proprietaţi 

Proprietăţile transformatei d în spaţiul M* sunt asemănătoare cu 
cele din spaţiul WM”. Deosebirile sunt legate pe de o parte de 
inexistenţa polinomului modular în cazul spaţiului H2 precum şi de 
existenţa în acest spaţiu a unor semnale remarcabile cum ar fi 
semnalele periodice sau  semiperiodice. Considerăm i 
x[n] <-> X(d). 











L 





1. lmrarrraT KA 
X ax, [n] <-> y «Xx (d) (16) 
> 4 4 


m nen =. 4 
2. DEPLASAREA ÎN TIHP 


xin-k] <-> dEX(d) (17) 
3 Lozvoru TIA 
cin] *vini= 9" xiklyin-k] <-> Xid Yid) (18) 


4.  VORELAŢIA este convoluţia cu secvenţa inversată. Transfo 
a semnalului corespunzător corelaţiei a două semnale x[n] 
esta produsul dintre transformata d a unuia dintre acestea şi 








transformata d a celeilalte secvențe inversate (obţil prin 
transformarea 
yik]->yi-k]). 
5. RARSFORKATA SEAALULUI WULTIPLICAT CU 0 
a”x[n] <-> X(ad) (19) 
= fost tratata in detaliu în bsecţiunea consacrata 





operator ilor 


















SREDALE, CIACBITE 


6. Traner MATA 3 


dintre 





treptei este 1/(1 
se obține: 











secvență având numai prim 








perioada k. 
decât ca o 
variabilei d. 
Remarcăm că 
semnalul 6,[n]=: 
definit mai jos 
în tranaformat: 
două semale 





IN semna 
DI n-1K) 


Supa 58 


A 
Oh m 












perioada N, x[Ín-¥], dator: 


f -11 SPATIUL DE SEMNALE N? 


wa de la 0 la n din xik] este convoluţia 
t tă unitate ofn]. Cum transformata 
m se demonstrează în continuare în (2.3.-) 





f Fai a X (d) 
[1])ð (n-1]+..,.<-) Ta (20) 


(xi[n]=x[n-¥], n>M>0), M 


1]d*: (21) 





secvența întârziată cu 
eriodic, se obţine o 





IN de zero. Avem deci 
V P L 





2-1] +x [2] ð [n-2] +. A (22) 


M+ 1 


sformatei d rezultă 
[0] .1+x[1] .d+.. .+x[M-1] .d*: (23) 





acele semnale care satistac relația: 


x,(n-iK)=x[n-K (24) 


jenerator" al semnalului periodic x[n] având 
d a semnalelor periodice nu se poate scrie 
3 nu converge pentru nici o valoare a 





l periodic rezultă prin convoluţia dintre 
(spre deosebire de semnalul semiperiodic, 
de la —» la +») gi semnalul generator. 








a ar reveni la înmulțirea transformatelor celor 
re aceste neexistând 





unor semnale remarcabile din M? 


malului jn] este, 





avident, conform 


SEA! 


val 


re] 











be akan 
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din] <-> 21 (25) 


=- transformata d a semnalului treaptă unitate, 
o[n]=6(n]+6([n-1]+6[n-2]+... 
se obţine ca un caz particular al transformatei 
sesiperiodic cu H=1: 





unui semnal 


K 1 Aj 
ala] <-> a (26) 
(observăm că (i+d+d2+...)(1-d)=1). Dacă acceptăa ca variabila d să 
poată lua valori în planul complex, formula este valabil pentru d 
aparținând interiorului cercului unitate: |di<l. 

=- transformata d a semnalului a”o[n] 


a"0 |n] <-> l+adta’d?+.. g? aidi=-- L ; (27) 
=é L-aa 


valabilă dacă |ad|<1. în aceleagi condiţii, 
transfornata d a semnalului oln]=6(n]+6[n-1]+... este 
N-i a i 


g [n] <-> 1+d+d2+...+dăi= 9" diz i-a- (28) 
m i-d 


transformata d a semnalului oln]-oln-k], k<N este 
k-12 


“Pi A l 
o [n] -g [n-k] <-> 1+a+dâ+..,+df D d mi5 (29) 
= `. 


transformata d a semnalului a”(ofn]-ojn-k]) este 
k-1 


n Š koa K 
a” (o [n] -o [n-k]) <-> padid (30) 
Tas L au 


transformata d a semnalului seaiperiodic 6, (n)=46(n-ikK)este 


' : 5 K4 2K = zi ] (a 
p(n) =$ 6 (n-1R) <->) 1+adK+d2K+ „25 Ta jazz -= 31) 
fa fat 1-d? 
relaţie valabilă pentru |di<1. 
i. UBSERVAȚIE Teoremele împărţirii polinoamelor precum şi algoritmul 
| : p 3 








lui Euclid de determinare a celui mai mare divizor comun a două 
polinoame sunt la fel cu cele prezentate în secțiunea referitoare 
la spațiul HM”. Deosebirea constă, desigur, în faptul că polinomul 
modular du mail apare. 
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SENHALE, CI 





2.4 Exeaplu de determinare a originalului unei transformate 


d (H3) 


PF LET: E] 4 + 76 8 
x(d) -28 d’+d't+d +2d' +29 (32) 








rminăm originalul xz[n]. Utilizăm algoritmul lui Euclid. 
2d?+2d" +d +dt+d?+2d?=(2d?+1) .1+2d7+d%+dt+d2+2d2+2 


2d?+1= (2d? +d$+dt+d?+2d?+2) , d+2d'+2d5+2dt+d?+d+1 


2d7+d5+d1+d2+2d2+2= 
4 


a Da E E i ate e e i 
= (2d7+2d5+2d*%+d2+d+1) .1+d6+d5+2d%+2d2+2d+1 


2d’ +2d5+2d*+d?+d+1= 


Eri R T A 6, 5,54, 72 
 d*+2d*+2d+1) .2d+a*+d+2d%+2d2+2d+1 


+d5+2d4+2d2+2d+1= (d0+d5+2d1+2d2+2d+1) .1+0 





ultă că cmmdc al polinoamelor de la numărător şi numitor este: 
d*+d”+2d*+2d2+26+1 
X(d) devine 











ine prin dezvoltarea în serie de puteri 


a lui X(c frac 





2dî) ,2d2+d*+2at 


d>+2aî= (1+d+202) d?+adî+d5 


dt+2d9= (1+d+2d2) . d2+d9+d10 


ezultă că 


i i vin 
deci, xin] este 


-6 [n] +0. ò [n-1] +2 


n-6]+2.6(n-7] 





+1.80 [n-4] +0.8[n-5] + 
. :=0021101211.. 


` 
A 
TEA 











a] 
|| 
z 

n 
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(e 


SISTEME DISCRETE 





ra 
p. 
j- 
= 
ag 
aa 
ier 
pi- 
E 
ct 
D 
—> 
= 
ect 
pie 
Liz] 
. 


: IE DEFINITII Sistemele discrete modulare sunt sisteme discrete 


pentru care semnalele de il : de sire şi de stars 
spaţiului M* definit peste un í s GF(M) sau peste 


a unui astfel de câmp 





în cele ce urmează vo tate a 
de forma GF(M). Pe de Bag ir 
asupra sistemelor modul: umăr d 


de intrare, m semnale de iegire şi s semnale de stare toate 
pe GF(M). Prin urmare, intrarea, ieşirea şi starea sun 


(coloană) 1-, m- respectiv s-dimensionali, fiecare 





T 
tă 


vectori fiind un semnal din N7: 


en] = (41) 





REALIZĂRI Un sistem modular discret aste 
interconexiunea unei părţi fără memorie (blocul cu 
Fig.1) cu memoria reprezentată de celulele de în: 
d. în cazul general, ecuaţiile intrare-stare ş 
neliniare şi variabile în timp (prin £(.,.,.) 
sugerează în Fig.i 

Un sistem discret modular liniar, dar variabil 
de ecuaţii de forma: 


IN 







+B[n] ela] CDI TY 
+DÍn]efl X LUI =K (42) 


gi poate fi reprezentat simbolic prin structurile din Fig.3 gi Pig.4 
în care operaţiile de sumare gi multiplicare modulo M au fost 
reprezentate prin simbolurile încercuite ale sumei şi j 
continuare, aga cum am mai convenit, vom utiliza simboluril 
pentru suma semnalelor respectiv acţiunea operatorilor 
produsul cu constante asupra semnalelor gi simbolurile 


pentru suma gi produsul modulo M între scalari. 
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Ne reamintim că, pentru orice sistema, intrarea determină starea 
prin intermediul ecuației de stare (care, în acest caz este o ecuaţie 
cu diferenţe logice), iar starea (şi intrarea) determină iegirea (prin 
intermediul unei ecuaţii algebrice). 


dnei f(4nle!n].n) Angi 


yini-abinetni n) 


4) 


Di4nh4n-—! | 





Fig.2 Structura generală a unui sistem modular discret. 


în cele ce urmează vom studia numai sistemele modulare liniare 
invariante în timp pentru cara ecuațiile care descriu legăturile dintre 
intrare, stare gi legire sunt de forma: 


(x (n+1] =Ax[n] +Be[n] 


[ 
yin] =cx(n] +Deln]  X10] =% i 


unde matricele constante A, (matricea caracteristică a sistemului) 
Şi Bux. definesc ecuaţia de stare iar matricele, de asemenea constante, 
Camna Şi Duma definesc ecuaţia de iegire” . Structurile care realizează 
astfel de sisteme sunt identice cu cele corespunzătoare cazului 
variabil în timp, cu deosebirea că matricele A,B,C,D sunt constante. 

Blocurile elesentare necesare realizării unui sistem discret 
modular liniar invariant în timp sunt: 

-  sumatoares modulo M, 

- scaloare modulor 





a în funcţie de poziţia momentului iniţial n, în raport cu 
originea, starea inițială este x[0] sau xin_] 





SEI 


Pic 


rej 
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- elemente de întârzier 


O alternativă de reprezentare e i în Fig.4. 


AFAA 
Yo 





Fig.3 Reprezentarea da stare 





Fig.4 Reprezentare prin grafuri a ecuațiilor de stare. Kodurile 
reprezintă vectori de semnale. 


3. Observayre în cazul în care siste 
GP(M*), există posibilitatea realizăr 
coeponente din GF(H). 
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fa ej 
} 
sg 
pa 





Fig.5 Alternativă 
invariant în timp 





le reprezentare a unui sistem discret modular liniar 





3.2 Determinarea răspunsului sistemelor sodulare invariante 


1.  MOLUȚIA GENERALĂ A ECUAŢIEI DE STARE este“: 
n-1l 


x[n] =A*x(0] p2? A2*1Be[k] (44) 


Demonstr: formulei (44) se face prin inducţie. Din ecuația de 
stare, parti rizând n=1, rezultă, 
x[1] =Ax[0] +Be[0] (45) 


adică ecuaţia (44) este satisfăcută pentru n=1 


* Soluţia se poate scrie gi sub forma: 


A 3 
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în ipoteza că ecuația (44) este 





arată, calculăm x[n+1]: 


n 2 3 3 ; AR n i că £ (46) 
usi a Pt *-1 Be [k] |+8e [n] =A” doii a iii 
ri | 0 


de unde rezultă că (44) este adevă 
valoare a lui n. 





pentru n+l deci pentru orice 


2 GoLUTTA GEHERALĂ A ECUAŢIEI DE IEŞIRE este: 
y[n]=CA”x[0] +F [n-k] elk] (47) 


unde: 


an] = ie (48) 


într-adevăr, înlocuind soluţia ecuaţiei de stare în ecuația de ieşire, 
obținem: 





[ n ] 
r n a x 3 L | | 
y [n] =dA2x[0] + Be [k] |+Del[n] 
| j (49) 
=CA "x [0] n-k] e[k] 
unde s-au utilizat notațiile: 
| b[n-k]j =D n=k 
| (50) 


| aln-k]=CA2+*1B nk 


Matricea h[n] esta matricea pondere a sistemului. Ea are dimensiune 
mxl şi elementele ei, h.,|ln], sunt funcţii pondere care leagă iegirea 
j de intrarea i când toate celelalte intrări sunt nule. Termenul Deln] 
este luat în considerare prin schimbarea limitei superioare a sumei din 
n-l în n şi definirea lui h(0]=D 


3; ConronenTELE RASPUNSULUI Răspunsul la o excitație dată e[n] a 
unui sistem discret modular liniar invariant în timp aflat la 
momentul n=0 în starea x, este format din două componente: 
- răspunsul datorat stării (răspuns la excitație nulă): 
r =CA 2x10] 
Yap” CA 2x [0] (51) 
- răspunsul în stare nulă (excitaţia fiind, desigur, nenulă): 
Datorită  liniarităţii sistemului, cele două componente ale 
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y,- a[n-k] elk (52) 








ra 
ilu = e I şi te. fnt atiile 

~ | 
Dra z = í a j s anume parele 


de secvente, în care se utilizează răspunsul la excitație nulă şi 
i re se zează râspunsul în stare 


in stare 3 poa ce utilizând 











modula ji sau ne r de 
CoRDIN i ARNOT $ le 











pentru cor “iecărei celule. Rezultă că numărul total de stări 
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B=P- AP sun Ge Ce Z cita caracterulu 


matricei P, re iența x. -> X este biuni 
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„o AN ope 
D, 2 





Fig.6 a. Ciclu simplu; b. Arbore de înălțime 2. 


rezultă că succegorul lui x, corespunde cu succesorul lui x,. 
Proprietatea prezentată mai sus este utilă între altele prin aceea 
că o matrice A, reprezentând un sistea dat, poate fi înlocuită cu forma 
sa canonică raţională corespunzătoare unui sistem echivalent având 
aceleaşi proprietăţi cu primul, dar mult mai ugor de analizat. 


3.3 Răspunsul la excitație nulă 


Un sistem discret modular liniar este nesingular dacă matricea sa 
caracteristică este nesingulară (|A|*0). Aceasta înseamnă că polinomul 
caracteristic al matricei A, deci şi divizorii săi elementari nu sunt 
divizibili prin d. Rezultă că toate blocurile elementare ale formei 
canonice a matricei A sunt nesingulare. Graful de stare a: unui astfel 
de sisten conţine numai cicluri simple deoarece fiecare stare are un 
singur predecesor, şi anume A-2x gi un singur succesor, AX. 


1. PERIOADE ALE MATRICELOR ŞI STĂRILOR Perioada unei matrice A este 
cel mai mig întreg T pentru care A”=I. (Conceptul a fost discutat 
în capitolul precedent sub denumirea de perioadă a unui operator.) 
Perioada unei stări x este cel mai mic întreg P astfel încât A”x=x. 
Prin urmare, perioada stării x este lungimea ciclului care include 
starea x. (Şi acest concept a fost definit în capitolul precedent sub 
denumirea de perioadă a unui polinom.) 
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i7 că dacă P,,P,...,P, sunt perioadele stărilor unui 
modular liniar, atunci perioada matricei A este 
P„). De asemenea, dacă matricea A poate fi scrisă în 


ad 0 | (53) 
e a 
gi dacă 
x] [0 
a [+] (54) 








sunt două stări partiţionate conform partiţionării matricei A şi având 
perioadele P, şi respectiv P„, atunci perioada stării 


Pe] (55) 
[a] 


este cmmmc(P, ,P.). 


2; Mur pur DE CICLURI Ne referim la un sistem discret modular liniar 
descris de matricea caracteristică A. Graful de stare al unui 

astfel de sistem poate fi caracterizat de o mulțime de perechi întregi 

de forma: 

= (N, [P] „N, (P2] , .. - „NP ) (56) 


unde H,lP.) r 

Mulțimea ; 
de întregi } 
matrice A de 


rezintă numărul de cicluri de lungime P,,i=1,...,k. 
se numeşte mulțime de cicluri a lui A şi fiecare pereche 
[P,] reprezintă un termen ciclic. Dacă considerăm o 


forma (53) pentru care graful de stare al matricei A, are 









are N, cicluri de lungime P, şi graful matricei A. are N, cicluri de 
lungime P., rezultă că există N,P, respectiv N.P_ stări de forma (54) 
având perioade P, respectiv P.. Graful de stare al matricei A trebuie 
să conţină N,N„P,P, stări cu perioada cmmmc(P,,P.) şi deci 








N.N=P.P2/Cumac (P, ,P2)=N, N cmmdc(P,, P) cicluri de lungime cmmac (P,P). 
Pot exista şi alte cicluri cu această lungime datorită altor perechi 
P,P.„ cu acelaşi cmc. 

Dacă se definesc: 


- produsul a doi termeni ciclici ca fiind termenul ciclic: 








” Dacă T este perioada matricei A, atunci ATx=x pentru orice stare 
x, şi deci i ie să fie un multiplu al fiecărui P,, i=1,...,k adică 
al iui P=cmmm Pa,+:+,Pu). Cum însă (A”-I1)x=0 pentru orice stare x, 






rezultă a”=] daci P>T. Deoarece, prin definiţie, T este cel mai mic 
întreg care satisface AT=I, rezultă că T=P. 
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N, [P]. N [P ]=N, N cmmdc (P, ,P-)[cmmmc(P,, P3) ], 

şi 

- produsul a două mulţimi de cicluri Z, şi 2. ca fiind mulțimea 
5, Ea ai cărei termeni ciclici sunt toate produsele posil 3 (conform 
definiţiei anterioare) ale termenilor ciclici din Z, şi 22, se poate 
demonstra următoarea teoremă: 

Dacă mulțimile de cicluri ale submatricelor A, şi A> din (53) sunt 
respectiv E, şi 5., atunci mulţimea de cicluri a matricei A este E,EZ 






3. ÎxeuPLu Produsul mulțimilor de cicluri 2,={2[1],3[2],7[8]} şi 
52>44(1],2[6]) este mulţimea 
5,22=—42(1].4(1],2(1].2(6],3[2].4[1],3[2].2(6],718].411],7[8].16])= 
(8[1],4[6],12(2],12[6],28[8],28(24])=48[1],12(2],1616],28(81],281 
24]). 


Conform teoremei anterioare, ţinând seama de posibilita 
înlocuirii oricărei matrice A prin forma sa canonică raţ 
(corespunzătoare divizorilor săi elementari) fără a se modifica 
polinomul caracteristic şi deci mulţimea sa de cicluri, rezultă prin 
inducţie că, dacă £,, i=1,...,k sunt mulțimile de cicluri ale 
blocurilor matriceale din forma canonică raţională, mulţimea de cicluri 
a matricei A este: 5=5,5....2,. Prin urmare, determinarea mulțimii de 
cicluri a matricei A se reduce la determinarea mulțimii de cicluri 
pentru un bloc elementar şi aplicarea rezultatului anterior 

Se poate demonstra că dacă p(x) este un polinom ireductibil diferit 
de x, de gradul h şi T, este perioada lui [p(d)]*, mulţimea de cic 
a matricei A „i este dată de: 








CeDo? 

í h4 2h_ y h Jh p2h pehn le-1)b . 

hial, PEL ir), PER ir), PERT a), PERT TAR 
3 2 


L i 2 





unde T. este cel mai mic întreg astfel ca (1-d)”e să fie un multiplu 
al lui (p(d)]*. 


4. Ezme (Zadeh şi Polak) Fie matricea caracteristică in formă 
canonică raţională definită pe GF(2): 
[o 01 00] 
fa 03 99 

a=0 ta 09 (58) 


jd 


000 
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Polinoamele caracteristice asociate matricelor de pe diagonala 
principală a matricei A sunt respectiv: 
1+4+d2+d*=(1+d)*; p,(d)=1+d; h,=1; e,=3 
1+d+d2; p„(d)=1+d+d2; hz=2; ex=l 
în acest caz avea 
pini; sa 700; 7,23 


Beh), 222 ţa, 22 [a], 2-2 n 
(a 02) a [41,12], 1 [4] }={2[1],102],1 41} 








Bh al, 221 (37 Pta (21,203) 


X=} }={2[1],1[2],1[4]} {1{1],1[3]}= 
(2 [1], 2 [2], 2 [3], 1 [4], 1 [6], 1[12]} 


Graful de stare al matricei A este prezentat în figura Fig.7 


O~ i 
E bs (9) G - zor, 


? | 
(> 3 


woa 
N O PO a 
$ ÅT Pe Iată 

A A P E 


Fig.7 Graful stărilor pentru exemplul 4. 


5. CALCULA. PERIOADEI STĂRII Este posibilă determinarea perioadei 

oricărei stări pentru un sistem discret modular liniar descris de 
matricea caracteristică A pe baza următorului algoritm: 

- Se determină forma canonică raţională A_=P-"AP; 

- Se calculează 

x Px= [X, XA. - - x7 

unde s, reprezintă coordonatele corespunzătoare liniilor matricei 
Aasen din A gi T simbolizeaază tranapunerea. Notăm cı x,(d) 
reprezentarea polinomială pentru x, ca element de inel. 

- Fie r,(d)=[p.,(d)]“i. Pentru fiecare s, nenul se găseşte cea mai 
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Dacă x,=0, perioada 
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matricei A este 


(64) 


unde [A„,] este o matrice nulpotentă,iar [A,] este nesingulară. 
Dacă se partiţionează mulţimea stărilor corespunzător partiţionării 
matricei A: 








PR | 
x% (65) 
|x] 
se scrie 
r 13 7 n | 
au A. 0 | 1301_|Ao %3] (66) 
ie J | 2 II r 
N A] [>] APX, | 


Prin urmare, în graful de stare al matricei A_, mulțimea tuturor 
stărilor de forma 


P (67) 


reprezintă un arbore cu rădăcina zero (numit arborele nul) care este 
chiar graful de stare al matricei A,„. 
Analog, stările de forma 


| (68) 


(numite stări 
matricei A_, aces 
A 


clice) constituie cicluri în graful de stare al 
te cicluri reprezentând graful de stare al matricei 








a* 


2. GRAFURI DE STARE PENTRU SISTEME MODULARE LINIARE GENERALE 
Reamintim faptul că stările unui sistem nu sunt unic definite: orice 
combinaţie liniar independentă de variabile de stare este variabilă de 
stare. Prin urmare adoptarea variabilelor de stare nu este unică. 
Pentru anumite moduri de adoptare a variabilelor de stare există 
anumite avantaje. Exemplul tipic este legat de reprezentarea în forma 
canonică raţională a unui sistem discret modular liniar, A „=P-*AP, 
variabilele iniţiale de stare fiind înlocuite cu variabile izomorfe cu 
primele, prin relaţia: 1_=Px. Desigur, numărul variabilelor de stare 
utilizat în descrierea unui sistem este acelaşi, mărimea/diwensiunea 
spaţiului stărilor fiind o caracteristică a sistemului independentă de 
alegerea variabilelor de stare 

Un rezultat important se referă faptul că fiecare stars: ciclică 
din graful de stare a unui sistem discret liniar modular descris de 





Fig. 


Dor 
să : 
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matricea A_ este rădăcina unui arbore izomorf cu arborele nul al 
matricei A. 

Pe baza acestui rezultat, graful de stare al unui sistem discret 
modular liniar având matricea caracteristică A. se construieşte astfel: 

- determinarea matricei A, 

- partiţionarea acesteia în forma 


[4] [0] 
[0] [A] 


(69) 


= 
c 








- construirea grafurilor de stare ale matricelor [A] (arbore) gi 
[A,] (cicluri); 

- graful de stare al matricei A constă din ciclurile matricei A, 
având arborele matricei A, conectat la fiecare stare din fiecare ciclu. 


© Li ELA 


Fig.8 Graf de stare. 








Zi Ezeru Fie un sistem discret modular liniar având divizorii 
elementari ai matricei caracteristice d, d* şi (1+d)”. Matricele 
corespunzătoare sunt: 


0 00 [o 0 1 
x ' (70) 
who oaie: 
O 10 





Mulțimea de cicluri a fost determinată în exemplul anterior, iar 
graful rezultant este prezentat mai jos. 


Je Rzarrzarea GRAFULUI DE STARE UTILIZÂND REGISTRE DE DEPLASARE Fie 

A matricea caracteristică a unui sistem discret modular liniar. 
Dorim să construim o realizare a sistemului pe baza unui graf în care 
să se utilizəze scaloare şi sumatoare modulo M precum gi elemente de 
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a. Exmmeru sistemul discret modular liniar definit pe GF(3) şi 
descris de o matrice caracteristică având divizorii elementari d, 
d2, d2, 2+d>, 1+2d+d2+d* are următoarea realizare: 


d d d d d d d 


—————— ama —— _———.—_—P——.— ȘŘŮ 
d d d d d d d 
2 
Fig.11 Realizarea sistemului din exemplu. 


Divizorii elementari sunt numitorii transmitanțelor grafurilor pentru 
d -> 1/d. De exemplu, pentru ultimul graf, transmitanţa grafului este 
d*/(1-2d4-d5-24*) înlocuind, la numitor d cu 1/d şi ţinând seama că în 
GF(3) 0=3, -1=2 şi -2=1 obţinem divizorul elementar corespunzător. 


3.5 Răspunsul în stare nulă 


Răspunsul în stare nulă este denunit de unii autori răspuns forţat. 
vom prefera denunirea de răspuns în stare nulă care este mai sugestivă. 
în mod evident el se obţine prin particularizarea răspunsului general 


şi are expresia: 
n 


yin] p> e[k] hin-k] =celk] , [n-k] > (72) 


unde h[n], matricea pondere a sistemului, a fost determinată anterior. 
Dacă notăm cu h,,|[n] elementele matricei pondere şi cu e, respectiv 


Ya; elementele vectorilor de intrare şi de iegire, avem: 
a n 


a 
y, n) p? e, [k] hu [n-k] +F e, [k] h; [n-k] +.. A e. [k] h; [n-k] = 
zai km ka) 
=ce, [k] „ha [n-k] > +<e, [k] h,a ln-k]>? +... +<ealk] hu [n-k]> 
(73) 


astfel încât comportarea unui sistem discret modular liniar cu 1 
intrări şi m ieşiri este echivalentă cu comportarea a ml sisteme 
modulare lin:are unidimensionale. 
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fă ÎNTERPRETAREA FUBCŢIEI hin] Tinând seama de remarca anterioară, 

în cele ce urmează vom considera numai sistemele discrete modulare 
liniare unidimensionale, cazul multidimensional rezultând pe baza 
cazurilor unidimensionale. 


Răspunsul unui astfel de sistem se calculează cu formula: 
n 


yalak e[k]h[n-k] (74) 


Funcția h[n] se numegte funcţie pondere a sistemului şi reprezintă 
răspunsul acestuia la semnalul 6[n] aplicat la momentul n=0 în condiţii 
iniţiale nule (stare zero). Formula (74) reprezintă esența 
proprietăților de liniaritate şi invarianță în timp a sistemului 
modular: cunoaşterea răspunsului la impulsul unitate permite 

terminarea răspunsului la orice excitație. Demonstrația acestei 
afirmaţii se bazează pe posibilitatea scrierii excitaţiei în forma: 


e[n] g? e[k] 5 [n-k] (75) 


Datorită liniarității, cum răspunsul la 6ln-k] este hl(n-k] 
(invarianţa în timp), răspunsul la e(k]6ln-k] este e[k]h[n-k] şi, în 
sfârşit, răspunsul la sumă este suma răspunsurilor. 

Prin urmare, răspunsul în stare nulă a unui sistem discret modular 
liniar (şi invariant în timp*) este convoluţia dintre excitație şi 
funcţia pondere a sistemului. 


3.6 Utilizarea transformatei d pentru determinarea 
raspunsului în stare nula a sistemelor modulare liniare 
invariante 


Determinarea răspunsului în stare nulă a sistemelor discrete 
modulare liniare invariante în timp se bazează pe faptul că 
transformata d a convoluției a două semnale este produsul 
transformatelor d ale celor două semnale. 

Considerăm din nou forma generală de descriere a unui sistem 





a 


în cazul sistemelor variante în timp funcţia pondere este de 
forma h(n,k] şi nu este invariantă la translaţii. Răspunsul este, în 
acest caz: 


y[n] p? e[k] hin, k] 


SENIALE 


discre 
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discret modular liniar invariant în timp (în ecuația de stare s-a 
înlocuit n cu n-1): 


pă șa =Ax([n-1] +Be(n-1] (76) 


y |n] =Cx[n] +Del[n] 
Transformând d ambii membri ai ecuaţiilor avem: 


X (d) =Adă (d) +BdE (d) 


Y(d) =CX(d) +DE (d) (77) 


de unde rezultă 
(dA-I)X(d)=-dBE(d) 


Determinantul r(d)=|dA-I| este un polinom de grad maxima n. Avem 


(d) =-(da-1) “aer (a) = 224 (A) SE za) (78) 


Obținea în final: 
=|-c. SE Deta) (79) 


Remarcăa că polinomul reciproc al lui r(d) (care se obţine 
înlocuind d cu 1/d) este polinomul caracteristic al matricei A a 
sistemului. Prin uraare factorii ireductibili ai lui r(d) se vor obţine 
imediat din factorii polinomului caracteristic. 


Ha) -D-c 231 (A-1) d (80) 


se numeşte funcția de transfer a sistemului şi este un raport de două 
polinoame. H(d) este transformata d a funcției pondere hfn] a 
sistemului discret. 

Determinarea răspunsului la excitaţia e[n] sə va face astfel: 


Fracția rațională: 


- ge determină E(d), transformata d a semnalului efn]; 
- se determină produsul dintre transformata E(d) şi H(d); 
- se determină originalul vin). 


îm cazul sistemelor cu mai multe intrări şi mai multe ieşiri se va 
utiliza matricea de transfer H(d), transformata d a matricei pondere. 
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4, REZUMAT 


în acest capitol este prezentat spațiul semnalelor discrete 
cuantizate având domeniul mulțimea Z a numerelor întregi gi codomeniul 
mulțimea (0,1,...,M-1) cu M întreg şi prim. Si în acest spațiu se poate 
defini un. produs intern care apare implicit în acțiunea oricărui 
operator liniar asupra unui semnal din H7. Operatorului de convoluţie 
a două semnale din M* îi corespunde prin transformată d produsul 
transformatelor d ale celor două semnale. 
în legătură cu semnalele din M? se definesc sistemele discrete 
modulare. Forma generală descriere a unui sistem modular discret liniar 
este 
Xx(n+1]=Ax(n) +Beln 
| iei sri pe rod pe 107 


Soluţia generală a unui astfel de sistem, conform principiului 
suprapunerii efectelor, propriu  liniarităţii, conţine o parte 
corespunzătoare stării (excitație nulă) şi o altă parte corespunzătoare 
excitației (stare nulă): 


x(n] =A2x[0] 5 A"*-1Be[k] 
9 


Conceptele de transformată d şi de funcţie de transfer sunt utile 
în determinarea răspunsului. 

Realizarea unui astfel de sistem implică utilizarea sumatoarelor 
şi scaloarelor modulo M precum şi a elementelor de întârziere. 


SE 
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1. SPAȚIUL DE SEMNALE C" 
1.1 Definiții, notații, operaţii 


Spaţiul de semnale C” este spaţiul semnalelor descrise prin n-uple 
ordonate de numere complexe (secvenţe de lungime N definite pe mulţimea 
(0,...N-1) (sau pe o mulţime izomorfă cu aceasta ca de exemplu mulțimea 
{1,...N} sau (-N/2,...,0,...N/2) în cazul N=par). 

Un semnal din C” este o funcţie care se poate reprezenta printr-un 
vector cu N componente!. 

Operația internă este adunarea semnalelor după relaţia: 


xin] +y[n]=[x[0]+y[0],x[1]+y[1], ..., xX[N-1] +y [N-1]]T (1) 


(se adună componentele de acelaşi rang). 
Operația externă este înmulţirea cu scalari din C: 
a.x|In] =lax[0] ,ax[1],...,ax[N-1]]? (2) 


(se înmulţeşte fiecare componentă cu scalarul respectiv). 


E3 Rear CU SPAŢIUL K“ Spațiul de semnale C™ se aseamănă cu 
spaţiul M". în raport cu acesta din urmă apar următoarele 
deosebiri: 

~ adunarea gi înmulţirea nu se mai fac modulo M; 

-  codomeniul este reprezentat de mulţimea numerelor complexe; 

- produsul intern este produs scalar, iar spaţiul C este spaţiu 
Hilbert finit dimensional, cu toate consecinţele care derivă de aici 
(între care, esenţiale sunt 
generarea de către produsul 








scalar a normei şi a Pa Dia 
metricii); SĂ a > 
- operatorii de E Sea si 
deplasare pot fi definiți 1- 
modulo orice polinom de grad H-I T 45 
N având coeficienții din C. Sei il 
iz a De 


(Cea mai utilizată deplasare 
este totuşi deplasarea 
circulară, corespunzătoare 
polinomului modular d*-1=0). 


Fig.1 Imagine intuitivă a unui semnal 
(real) din Cc”. 





S-ar părea că forma naturală de reprezentare ar fi cea de vector 
linie (ordonarea pe orizontală ar sugera axa timpului). Vom prefera 
forma de vector coloană pentru a putea acţiona în mod natural cu 
operatorii reprezentaţi de matrice pătrate de ordin NxN. 
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2, REPREZENTĂRI GRAFICE 0 imagine intuitivă a unui semnal (real) din 
spaţiul C™ constă din eşantioane (având orice mărimi) plasate pe 
circumferința unui cilindru, aşa cum se arată în Fig.1. O astfel de 
imagine va fi utilă pentru a ne imagina deplasarea ciclică şi, legat 
de aceasta, corelaţia şi convoluţia circulară. Alte moduri de 
reprezentare a unui semnal din C” sunt sugerate în Fig.2. 


Im(4dn]) Imn) 


Ret4n]) 





Rein) Re(4n]) sa 
RI i. A 
234 5 Şi MERE | 
Im(4n]) argin) 
| n 
STI 34 | 3534 


Fig.2. Moduri de reprezentare a unui semnal din C™: a. spaţială; 
b. polară; c. prin parte reală şi parte imaginară; d. prin modul şi 
argument. . 


3. (aservare Un semnal din spațiul C” poate fi rezultatul 


egantionării unui semnal analogic cu un pas de egantionare T, dat 
într-un interval (de timp)? T dat, astfel încât N=T/T,. 


2 Egantionarea poate avea loc desigur şi în spaţiu. 
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OARECARE Proprietăţile spaţiului 
scrierea oricărui semnal din C în 





2. [ESCOMPUNERI SPECTRALE | BE 


Hilbert finit dimensional C” per 





funcţie de semnale M Dacă (9,), k=0,1,...,N-1 
este o bază oarecare atunci orice sem se scrie în mod unic sub 
forma 
y x[k]6,[n] (8) 
di 
Pentru determinarea spectrului în raport cu o astfel de bază se 
înmulţeşte scalar relaţia (8) cu semnalele (9,), 1=0,1,...,N-1 şi se 


obţine: 


N“ 
<o, [n], xin] >=- xik] <$, [n], $, [n]> i=0,1,...,N-1 (9) 


Spectrul X[k mină prin rezolvarea sistemului de ecuații 





(9). Acesta este cazul cel mai complicat de determinare a spectrului. 
Determinarea spectrului se face mult mai simplu dacă se cunoaşte 
baza reciprocă (0,), k=0,1, N-1 asocia bazei adoptate. Spectrul 

X[k] se obţine cu formula 
X[k] =<0, [n], x[n]> (10) 





9,[n] fiind baza reciprocă“ | satisface relaţia <0,[n],9,[n]>=6,.). 

Spectrul X[k] al unui semnal în raport cu o bază dată poate fi 
considerat tot un semnal obţinut în urma unei 
transformări a cărei ce are liniile constituite din semnalele 





bazei reciproce conjugate 


3. [)ESCOMPUNERI SPECTRALE! BAZA ORTOGONALĂ Un caz favorabil de 

determinare a spectrului îl constituie acela în care baza este 
ortogonală (nu şi ortonormată). în acest caz baza reciprocă este şi ea 
ortogonală, existând relaţiile: 


B;-a$;; <0; >= a$; Qp =ð; (11) 


Cu alte cuvinte vectorii bazei reciproce sunt proporționali cu vectorii 
bazei directe.Sunt satisfăcute relațiile: 
<8 [n] ,ġ; [n] > =<aġ, [n] ; $; [n] >= 
=a<ġ [n] $ [0] >=: 2ER. 


(12) 


sistem de n? ecuații cu n 


pentru simplificarea ulterioară a determinării spectrului. 
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- Subspaţii de semnale invariante la acţiunea unor operatori de 
deplasare circulară: semnalele din aceste subspaţii vor fi denumite 
periodice (perioada trebuie, evident să fie divizor al lui N). 

- Subspaţii de semnale invariante la acţiunea unor operatori de 
proiecţie de tip fereastră. Sunt subspaţii conţinând semnale care au 
valori nule pentru anumite ranguri ale variabilei independente n. Un 
semnal particular este semnalul pentru care valorile diferite de zero 
sunt egale cu unitatea. Produsul acestui semnal cu oricare alt semnal 
din spaţiul respectiv lasă invariant semnalul deoarece cele două 
semnale au valori nule pentru o aceeaşi submulțime a domeniului de 
definiţie, iar în afara acestei submulţimi semnalul cu care se face 
produsul are valori egale cu unitatea. 


2. BAZE ŞI TRANSFORMĂRI REMARCABILE ÎN C" 


Orice bază din C* conţine N vectori li independenţi. Vectorii 
unei astfel de baze se pot nota cu 0. [n] < cu ġ[n,i]. Prin urmare, 
ei pot fi precizaţi printr-o matrice NxN. Determinarea spectrului unui 
semnal revine, în ultimă instanţă, la determinarea rezultatului 
multiplicării vectorului semnal cu o matrice, rezultatul fiind un alt 
vector care aparţine tot spaţiului C”. Prin urmare, determinarea 
spectrului reprezintă în fond acţiunea unui operator particular asupra 
semnalului iniţial, rezultatul fiind un alt semnal. în concluzie, 
determinarea coeficienţilor dezvoltării unui semnal în raport cu o bază 
oarecare este echivalentă cu o transformare care duce semnalul în 
spectrul său“. 

în cele ce urmează vor fi prezentate bazele remarcabile din spaţiul 
de semnale C*. Unele dintre aceste baze sunt reale,iar altele complexe. 
în cazul bazelor reale, dezvoltarea semalelor reale va conduce la 
spectre reale, iar dezvoltarea semnalelor complexe va fi echivalentă 
cu dezvoltarea independentă a părţilor reală şi imaginară, spectrele 
fiind desigur complexe. În cazul bazelor complexe, spectrele sunt în 
general complexe indiferent dacă semnalele sunt reale sau compieze 
(spectre reale vor corespunde unor semnale complexe). 








“ Sugerăm cititorului revederea chestiunilor de mtematică 
referitoare la proprietăţile spaţiilor Hilbert şi acţiunea ope'atyri] u 
în astfel de spaţii. 
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2,1 Baza canonică 


Baza canonică este reprezentată 


definiţi pe mulțimea (0,...N-1) 


d=i(1, 0, 


l, 
Ee 
Ukl 
Ôx- = {0 


Spectrul unui semnal din 
reprezentat chiar de valorile 
dezvoltarea spectrală este de fo 






sale corespunde precizārii spect 
Matricea care, prin înmulțire 
acestuia este, evident, matricea 


2.2 Baza Fourier discreta. 


O altă bază (ortogonală) es 


= Aa s 
$l[n, k] =$ [1 


Datorită importanței deosebite 
enumerăm mai jos elementele ei: 
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jiw) a 3431) 


$s- [n] ={1, e po... . @ } 


Demonstrăm în continuare ortogonalitatea elementelor bazei 
discutate: 








N-1 N-i -Jinê jina 
. a Ne 
ch inl eln >= Gin nl 2 Sa 
n=0 n=0 N 
N-1 Jnlk-i) 25 jntk-1)2® (f0, ink: 
N = N Li Li 
e g el a: 
d N? N? NO e N’ 


Prin urmare, baza reciprocă bazei Fourier discrete este 


jkn 2s (22) 


Dezvoltarea spectrală a unui semnal în raport cu baza Fourier este: 


as 


N-1 
kn 
xin = 35 xiko T (23) 
N -0 


Determinarea spectrului X[k} (notație consacrată”) semnalului x[n] 
în raport cu baza constituită din exponențiale se face în modul 
obisnuit, ţinând seama de avantajul ortogonalității: 


N-1 -jnk 2% 
X[k] =<0, [n] , x[n] >= x[n] e Y (24) 


n=0 
Spectrul X[k] corespunzător semnalului xin] se numeşte seria 
Fourier discretă (SFD) a semnalului x[n], iar perechea x[n] <-> X[k] se 


numeşte pereche Fourier discretă. Remarcăm că X[k] privit ca semnal, 
aparţine de asemenea spaţiului C*. Dacă notăm: 


1% (25) 


relaţiile (algebrice) reprezentate de SFD se scriu matriceal în forma: 





7 X[k] corespunde, conform unor notații generale .tilizate 
anterior, cu a, sau a,- 
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1 1 1 i 
1 w1 wa (N-11) >f 
xlo] N N Wy | x[o] | | <$; [k] X[k] > 
x|1 2 _ (2N-2) X1 yS EA 
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1 „4 (XN-1) 4 a 
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PI» s i | 
| 
X[N-1] x IN 1]] sO [k] X[k]>j 
1 wm wp w Oi? 


(27) 


Observăm că liniile matricei transformării sunt vectorii bazei 
directe, iar coloanele matricei transformării sunt (până la un factor 
de scară) vectorii bazei reciproce. 

Cele două matrice sunt, până la factorul de scară 1/N, una 
transpusa conjugată a celeilalte. Deci inversa uneia este, până la 
acelaşi factor de scală, egală cu transpusa conjugată a celeilalte. 
Astfel, dacă notăm cu T matricea transformării x[n] -> X[k]: X=Tx, 
atunci 


pis (28) 


Transformarea este normală: produs între o transformare pozitivă 
(înmulţirea cu 1/N) gi una unitară. 

După trecerea în revistă şi a altor baze din spaţiul de semnale C™ 
vom reveni la proprietăţile SFD. 
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É v E . v 
2.3 Baza Hartley discretă. Transformata Hartley discreta 
Baza Hartley discretă este utilizată la dezvoltarea semnalelor 
reale din C”, deci este o bază în R“. Vectorii bazei sunt daţi de 
relația: 


$ [n, k] =ġ, [n] =cas [252] : = 
A 7 N (29) 
scos [TKN] «sin [2RR], k,n=0,1,...N-1 


Expresia dezvoltării unui semnal x[n] în raport cu baza Hartley 
discretă este: 


N-1 Fii 
x[n] =T H[k] cas | sii 3 Kk=0,1, N (30) 
E N 


Spectrul semnalului real, x[n], în raport cu baza Hartley discretă 
se determină cu formula: 


Ni Fă 
HIk] =F x[n] cag(.2RK0), k=0,1,...N-1 (31) 
N 


n=9 


Mulțimea valorilor Hlk] formează spectrul Hartley discret al 
semnalului x[n] (transformata Hartley discretă). 

Perechea x[n] <-> H[k] se spune că reprezintă o pereche Hartley 
discretă. 

Demonstrăm în continuare ortogonalitatea bazei Hartley. Pentru 
aceasta este necesar să calculăm următoarele sume: 


A-1 


S,=1+cosx+cos2x+. . . +cos (N-1) x= cosnx (32) 
n9 
N-1 
S,=B8inx+s8in2x+...+sin(N-1)x=f sinnx (33) 


n=0 


Aceste sume pot fi considerate ca părţile reale respectiv imaginare 
ale sumei: 


X-1 
CĂ +jg eite +g], ... +0 ae gnJx (34) 
n=0 


care este o progresie geometrică ce se scrie succesiv: 


| mm ] 
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2.4 Baza cosinus discretă. Transformata Cosinus discretă 
Baza cosinus discretă este o bază ortogonală reală în c™. vectorii 
bazei sunt: 





USE i e aja Aa (37) 
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Pentru k=i se obţ 
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Pentru k=i=0, prin calcule 
cu N. Astfel, familia de fi 


(4 lip; 
($, [n] } = — , 4 cosg- =, k=0,1,...N-1 (38) 
i (VN VN 2N j 





formează o bază ortonormată. 
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sin (K-2 NR sin AK+1) NR 
i e 2 (N+1) cos (k-i) R_1l__ 2 (N+1)__cos (k+i) A 
2 sin AK-1)8 2 2 gj (k+1)% 2 
o n 2 (N+1) 


Discutăm valoarea expresiei de mai sus în următoarele cazuri: 
a) k-i=2p+1, kti=2(p+i) k-i şi k+i sunt simultan impare: 


=cos (k+i) ==0 


+1, 
cos (k-i) A 
2 


nja 


şi expresia este nulă. 
b) k-i=2p, k+i=2(pri), k-i şi kti sunt simultan pare; expresia 
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e două formule corespunzătoare transformatei sinus discrete 


x[n] = 





N-a 
E 9 ix lnt) feta’ 
DPS poza n+1) (k+1)n 
XI kk] = | 5 xin] sin—= LAS (43) 
V N+1 Ld A+ 4 
z 





în continuare, vom trece în revista câteva baze discrete 


caracterizate prin faptul că utilizează numai valorile numerice ti 





sunt ortogonale pentru valori ale lui N egale cu puteri ale lui 2, d 
axemDlu N=2" 
aep adamard di Ra isamaa ata Hadamard As aaraa 
2.0 Baza Hadaard discreta. Transiormata Hadamard discreta 
Nucleul Hadamard se exprimă prin relația: 
h, ( 1), 1;:X*0;1, ; s-a (44) 


unde produsul intern reprezentând puterea la care se ridică (-1) este 
definit ca în spaţiul (de tip M", prezentat într-un capitol anterior) 
cu r=log„N prin formula: 





<i, k>=® i Ok;=(1,Ok,)®(1,Ok,) Ð.. .Ð(1,Ok,) (45) 

ja - 4 s 
unde i, şi k, j=1...r sunt numerele (0 sau 1) care exprimă indicii i 
şi k în binar. De exemplu, pentru i=5 k=3 gi N=8, avea r=3, i=101, 
k=011 gi <1,k>=(190)€(091)9(191)=1. Funcţiile Hadamard discrete iau 
valori numai 1 sau -1. Matricea transforsării Hadamard pentru N=8 





a 


Liniile matricei Hadamard pentru N=8 reprezintă funcţiile 
Hadamard pentru H=a 
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HI 4 ALA 4 4 4 3 
[1 d } -1 4 -1 4 -1| 
A-a -1 1 1 = -1 
[S -l1 ~f o] 1 1 =$ m E] (46) 
LI 14 J a a a a 
£ 3 1 -1 -1 -1 1 1 
1123 4 a 2 =] 





Un semnal asociat cu spectrul său Hadamard constituie o pereche 
Hadamard. 


, Transformata Paley discreță 
Funcțiile Paley (gi deci nucleul Paley) sunt generate de formula: 
DaF (-1) 39; j, k=0,;,1,...N-1 (47) 





unde <j ,k> semnifică produsul scalar în GF(2*), iar j” reprezintă 
indicele j « mat în binar cu ordinea Hea. inversată. Prin urmare 
produsul sca TR exprimă în forma: 

PDO: VEe a Ka (48) 





unt cifrele reprezentărilor binare ale numerelor i gi 
Paley este reprezentată de funcţiile Hadamard 





2 P 
aranjate în altă orc 
Un semnal asociat cu spectru său Paley constituie o pereche Paley. 


retă. Transformata Walsh discretă 


reprezintă un alt set de funcţii ortogonale în Cc" 
măr natural. Ele (ca şi nucleul Walsh) sunt generate 





Q 
LL: 
z 
pi 
NA 
N 
Q 
5 


vip (-1) I.P; 3,0, e N-1 (49) 





unde g(j) semnifică faptul că în produsul scalar se utilizează 
exprimarea binară a lui j obținută 

a. prin inversarea biților (ca la transformata Paley) gi 

b. prin codarea Gray a rezultatului. 

Codorul gi decodorul Gray sunt sisteme liniare în raport cu 
semnalele gi operațiile din GF(2=), grafurile de conversie urmând a fi 
discutate ceva mai târziu. Spectrul semnalului zí{n] în raport cu baza 
Walsh se numeşte transformata Walsh a semnalului xz[n] semnalul gi 
spectrul formând o pereche Walsh. 





CE Mă 


2.9 


rai 
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2.9 Baza Haar discreta. T 


Funcțiile discrete 











Bxorw 


Exemplifi 





har, [n] =har (3, 


har, [n] =har [4, n] =har 


har, [n] =har (5, 


þar, [ n) =har[6,n 


Dezvoltarea 





har. [n] =haz [7 , n] =har [224 























LA) 
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x[n] =f X[k] har, [n] (52) 


iar transformata (spectrul) Haar se determină cu formula: 


N-1 
xik] =F x[n] har, [n] (53) 
Pa X 
Perechea x[n] <-> X[k] se numeşte pereche Haar 


2.10 Funcțiile oblice ("slant") discrete. Transformata 
oblica discretă 


Un alt de funcţii ortogonale este Tepr ezentat de funcțiile 
oblice ("slani Nucleul "slant" pentru N=2 este acelaşi cu nucleul 
Hadamard de acelaşi ordin, multiplicat cu 2-22, adică 





[a a] 
a,=- za y (54) 


Nucleele gi deci vectorii bazei pentru ordine mai mari (puteri ale 
lui 2) se obțin utilizând o formulă de recurenţă 








1 woa ari 
e fi ; dan Pau z 
a i I-a 0 Za llag 0] (55) 
0 A . 4 i [o ai 
|-Pax Gay à Pau Gaw i 
|o ma Co ea 


unde I, este matricea unitate de ordinul k, 0 (zero) marchează matrice 
nule ale căror ordine care rezultă din structură, al, iar a, şi By 
sunt scalari dați de următoarele formule: 


e d 1 
= J 3N? Va, f aj NA -1 ja (56) 
Satana] © PNapa-a) 


Din formula de recurenţă se obţine, în cazul particular N=2, că 
matricea a, este dată de relaţia: 
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It á 1 1 | 

| 3 T us să 
OE ES: A V5 5 v5 y5 (57) 
ag a a i | 

a a a 

[n O yS gS 





Liniile matricei de transformare sunt vectorii bazei "slant”, iar 
vectorul produs dintre matricea "slant" şi un vector x[n] de ordin 
corespunzător reprezintă transformata "slant” a lui x[n]. 

Transformarea este unitară, iar perechea x[n] <-> X[k] unde X[k] 
este transformata "slant" a lui x[n] formează o pereche "slant". 


3. FUNCȚIONALE ŞI OPERATORI IN C™ 
3.1 Funcţionale 


Conform teoremei lui Riesz, referitoare la izomorfismul dintre 
spaţiile Hilbert separabile şi dualele acestora, orice funcţională pe 
spaţiul C™ se poate pune în corespondenţă biunivocă cu un element 
precizat gec”, acţiunea funcţionalei asupra elementelor spaţiului 
constând în efectuarea produsului scalar dintre acestea şi elementul 
fixat g. Aceasta înseamnă că funcţionala este chiar valoarea proiecției 
fiecărui element pe vectorul fixat, g, care o defineşte. 

în particular, dacă elementul g este unul dintre elementele unei 
baze (în particular a bazei canonice 6ln-k]), acţiunea funcționalei 
ataşată acestuia furnizează amplitudinile componentelor elementelor din 
C* după "direcţia" 6ln-k]. Astfel: 

<8 [n-k] , x[n] >=x[k] (58) 


Componentele oricăreia dintre transformatele unui semnal reprezintă 






funcționale atagate semnalului respectiv. Remarcăm că fc 1 acestor 
funcţionale corespunde teoremei lui Riesz: produs scalar re semnal 
şi un alt element al spaţiului, în cazul nostru, elemente pazelor 






care determină transformarea. Aceeaşi interpretare este în continuare 
valabilă: numerele obţinute sunt amplitudinile componentelor după 
"direcția" reprezentată de vectorul bazei corespunzător. 

























ey 
vdre 
N 
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3.2 Operatori 
Un operator pe C™ este reprezentat de o matrice de ordin Ma: 

Liniile sau coloanele matricei sunt elemente din C* astfel încât 
semnalul (vectorul) rezultat ca produs între matricea operatorului şi 
vectorul semnal poate fi interpretat ca N-uplu ordonat de N numere 
rezultate din acţiunea celor N funcţionale precizate de liniile 
matricei operatorului. Semnele de conjugare din membrul al doilea sun 
necesare pentru a respecta definiţia produsului scalar. 

a, [0] ali] -... ag [N-t] 





$ x || 
EEN s <a, Ij; X [n]? 
atol ali ss Aar ifo 1 a ist 1> | 
z | xlt] || ca ([n],xln]> | 
TE 3 | |] (54) 
Ax |n] = |= F Í 
R | I| ; | 
| ; | 
[N-1]] a - 
| | žy [12] Un] >] 


ay [0] ayl] --- ay, [N1] 


| el) 
1. Acyromea UNUI OPERATOR ASUPRA UNUL SEMNAL DIN $ Fie un oparator 


T cunoscut prin modul în care transformă vectorii bazei (presupuse 
ortogonale): 


X-i 
T$; [n] =$, [n] = Dd tabin]; tell pula) (60) 


* ra 


Acţiunea operatorului asupra unui semnal x[n] este: 
Ta ja 
vin] =Tx(n] =+ i xli] T$, [n] =y x[i]; [n] (61) 
a fai i a fa f 


său 
ia („M-a | ra (e ia. ) 
in-i palig t ò [n] j= PR = Ba x Li) o, ln) (62) 
s s LATA d = ik A 
a fa a fy a = la =0 j 
adică 
TAEA Ai 
YIkl=2 5 £..X[il=2$ ce.lanl, v, [nl> XLi] (63) 


Un alt punct de vedere constă în aceea că orice operator lin C” sa 


poate scrie ca o sună ponderată de operatori de proiecţie: 


SEA 
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N-1 
T(x[n])=f tP, (x[n}]) (64) 
120 


unde proiectorii sunt operatorii care duc elementul căruia 






acţionează în componentele acestuia pe "axele de coordonate": ponderile 
proiecţiilor lui x[n], X[k]/a devin: 
( N-1 ) 
iip taxlid: (65) 
al afa ) 





2. ÛPERATORT SI SCHIMBAREA BAZEI Acțiunea unui operator în spațiul 

C se precizează prin modul în care acesta transformă vectorii unei 
baze, de obicei baza canonică. în general, operai este deci 
cunoscut prin spectrele semnalelor în care se transi 
bazei: 











nalele 





N-1 


mh, [n] = tuba] (66) 
ET] á 


unde $,[n], j=0,1,...,N-1, reprezintă baza iniţială. Trecerea la 
o nouă bază, care se exprimă în funcție de cea veche în forma: 


N-1 
ğ [n] >99 My [n] (67) 


produce schimbarea spectrelor semnalelor conform relației: 
N-i N-1 N-1 N-i 


x[n] pi» an) ze > a, ln) "E g )> mu n) 





Rezultă relaţia dintre spectrul în raport cu vechea și cel 
corespunzător noii baze, pentru un semnal dat: 
N-1 
a= mă, (69) 
=f) 


Acțiunea unui operator, A, asupra noii baze se exprimă prin 
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"0 i 70 
N-1 iz } 
- 
- DD Em, [n] 
=0 (keo 
sau prin 
(N-ai ) e E i u ) (71 
m E, = Mm t | i 
Tg, [n] (Y mb, Ln] y? m, a En bal FI | > Mixt lÈ [n] 
a =Q =) J 
Egalând cele două expresii obținem 
N-1 N-1 
qe s ae 23 
Di Eum, IM iki (72; 
=0 =0 


sau, în formă matriceală, 
u-t, P- IM (73) 


în concluzie, matricea operatorului T în raport cu noua bază se 
exprimă în funcţie de matricea operatorului în raport cu baza vech 
prin intermediul matricei modale H. 


Cad 


3 Polinoame de anulare, caracteristice şi minimale ale 

e EV 1noame ê anu ar j carac eristice Ñ d nim RALE dit 
unei matrice 

Ca şi în cazul spațiului M7, numim polinom de anulare al unei matrice 

A orice polinom r(d) care se anulează cînd d este înlocuit cu [A] adic 








satisface relația: r([A])=0. în particular, polinomul caracteristic 
unei matrice este definit de relația: 
P(d)=đdet (d[ T] - [4] ) (74) 


şi este polinom de anulare pentru matricea [A] conform teoremei Cayley- 

Hamilton (demonstrația este identică cu cea de la spațiul M™?. De 

asemena, polinomul minimal al unei matrice [A] este polinomul nonic de 
i minim m, (d) pentru care m,([A])=0. 

inmul minimal este monic şi reprezintă un factor U or 

m de anulare, în particular pentru polinomul caracteristic P, (4) 

3 poate fi el însuşi polinom minimal. 
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1. C CĂ RAŢIORZLĂ A UNEI MATRICE A având divizorii 
rezultă printr-o transformare asemenea cu o 
matrice M potrivit aleasă? şi este următoarea: 

[A] 2.4 0 ps 0 





LA] * a 0 [A] p, io) ema 0 | (75) 
0 0 „o [Alpo] 


Matricele care o compun corespund unor polinoame caracteristice de 
forma P, (D), cu coeficienţi în C sau R, al căror produs este polinomul 
caracteristic al matricei [A]. Deosebirea faţă de spațiul M” constă în 


FE 


aispa 














P(d) =] P: (4) JI [p,(d)]*; P;(d)=[p:(d)]* 
i 

Paec [p,(2)]%; Pi(z2)=({p;(z)]* 
pi 


476) 


în particular, p,(d) pot avea forma d-4,. în general, blocurile de 
pe diagonală corespund formei canonice Jordan. 


ALE POLTROAMELOR CARACTERISTIC, DE ANULARE, HINI 











Fie {0,..., M1) -> {0,...,M-1} o funcţie analitică oare 
şi g(d) un polinom. Se poate scrie: 
Fld) ata) + 21D (77) 
g(d) g(d) 
nde q(d) este o funcţie analitică regulată în zerouri 
g(d), iar c(d) este un polinom rest având ordinul mai mic 
lui 9(D). Rezultă 
F(d)=a(d) g(d) +r (d) (78) 
de , dacă g(d) este polinom de anulare al matricei [A], în 
pai ar polinomul caracteristic, 
F([Al)=z([4]) (79) 


Ca şi în cazul spaţiului M* polinoamele caracteristic, de anulare sau 


minimal permit exprimarea oricărei funcţii de o matrice printr-un 
polinom de grad mai mic decât gradul polinomului caracteristic, de 
anulare respectiv minimal. Desigur, consideraţii identice se fac pentru 








;.Polak, Teoria sistemelor (traducere din limba 
Bucureşti. 





















serà 


SERSALE, CIRCUITE SI SISTERE 18-28 SPATIUL DE SEMNALE C" 
transformata z. 


k Dracowanrzarza UBUI OPERATOR Diagonalizarea unui operator liniar 
descris de o matrice A (nxn) constă în determinarea (atunci când este 
posibil) a unei transformări liniare M astfel încât operatorului M-AM 
să fie descris de o matrice diagonală. Astfel, pentru transformarea 
descrisă de matricea A 

y = AX (80) 


se urmăreşte determinarea unei (transformări) matrice M (numită matrice 
modală) care să stabilească o relaţie de forma 


x = Mg (81) 


cu noile elemente q (matricea M realizează o schimbare de variabilă), 
se pot scrie succesiv relaţiile: 


y = AMg; M'y=MAMg = Ag (82) 
Notând 
z a My (83) 
rezultă 
2 = Ag (84) 


ceea ce reprezintă un set de ecuații decuplate. 

Coloanele matricei modale M formează o bază, iar liniile lui M-2 
formează o bază reciprocă în spațiul din care fac parte elementele zx, 
Y, q, Z (matrice coloană cu n elemente). 


Dacă 
Me [QU (85) 
Şi r,,r2,...I„ reprezintă baza reciprocă, se poate scrie: 
y = <I, WU Sa y? W+.. n Zar y? Un (86) 
Dar, 
E 
|i 
> 
y = MM`®y = [u ù -eUa My =lu, up al (87) 
z 


şi, în continuare, 
y = UZ Uz Zat. UZ, = CI YU Ta y? Ut... +<I i? U, (88) 


unde y, z, u, şi r, sunt vectori (matrice coloană), la; =, mnt rula: 
reprezentând componentele vectorului z. Rezultă că 





de 
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<ri, y? 
EIIN A 
M`>y= è (89) 
CI n y? 
şi încă 
Fa CZU? 0 } > 
Ta - | 
| 0 Ear) «e 0 i 
MM =|-| Lu, ua Up] = = TU 
L. 0 (0) sI 1 Un? | 
g, 
deoarece 
<I; up = d, (91) 
$ UBSERVAŢII Diagonalizarea unui operator nu este posibilă 


întotdeauna. în general, un operator poate fi adus la o formă 

canonică Jordan care corespunde unei matrice având blocuri de o 

anumită formă pe diagonală, şi elemente nule în rest. Tratarea este 

asemănătoare cu cea prezentată în capitolul consacrat spaţiilor W". 

Toate conceptele prezentate acolo (divizori principali formă 

canonică Smith etc.) sunt valabile şi în acest caz. 
în cele ce urmează se vor prezenta pe scurt câţiva peratori 
remarcabili din C™. Tratarea este analogă celei prezentate în legătură 
cu spaţiul M”. 








5, OBSERVAȚIE Deoarece spectrul, în raport cu orice bază, a unui 
semnal din C aparţine tot lui C™, transformările prezentate 
anterior pot fi privite ca operatori care duc un semnal din C™ în 
alt semnal din C a cărui interpretare este spectru în raport cu 
o bază precizată. 





6.  LRARSPORMATA d ÎN i în capitolul referitor la spațiul M*” a fost 
introdusă transformata d şi s-au prezentat diferite variante 
posibile de utilizare ale acesteia. Modul de definire al transfornatei 
d a unui semnal din C este analog modului de definire al transformatei 
d în H“ (procusul polinoamelor se face modulo un polinom monic de grad 
N, în particular şi în acelaşi timp cel mai utilizat, polinomul 4*-1) 
cu deosebire: că operaţiile aritmetice nu se mai fac modulo M. Astfel, 
transformata d a unui semnal x[n] 
5e defineşte prin: 






















SEMNALE, CIRCUITE SI SISTERE 18-30 SPATIUL DE SEMNALE C" 
xin) =x[0]9 [n] +x[(1]9[n-1]+ 
LEA alo o [ni „4302116 [n-N+1] (92) 
X-21 
Dixin] )=x(d) =5 x[n]d” (93) 


a=0 


Prin urmare, toate proprietăţile transformatei d prezentate în 
capitolul consacrat spaţiului M" rămân valabile şi în cazul spaţiului 
C*, cu deosebirea amintită. 


ne (a I DESCRIŞI DE MATRICE ALE CĂROR LINII (sau COLOANE | SUNT 
Taan BAZEI CARONICEĘE  AŞEZAŢI ÎN DIFERITE MODURI 
Operatorii de acest tip sunt descrigi de matrice identice cu cele 
prezentate în capitolul consacrat spațiului M". 


8. OperaToRUL ATAŞAT UNUI SEMRAL DIN bi DEPLASAREA MODULO aln] à 


fel ca în cazul spaţiului M*, operatorul ataşat unui element 
a[n]=a.56[n]+a,6[n-1]+...+a,_„6(n-N+1] (în particular aln]=6(n]) este, 
prin definiţie, operatorul descris de matricea [A], (în particular 
[Alecna): 





0 0 0 ii: 0 -a d 8 Bica pe tă 
i 0:90 i. 0: -a h ao 0 0 

Atu FIO 1 0 sc a Ar *|0 10 a 0 0 (94) 
10 00 „.. 1 “au 5 90 sic d 6 


t 


Acţiunea unui astfel de operator asupra unui element x[n] din M* 
corespunde deplasării la dreapta cu un pas modulo elementul a[n] adică 
modulo polinomul (monic) d+a_,d>+as_2d"-2+...+a,dta: 

[A] ajan: aXln] = -8,Xy-10 [n] + (x[0] -a Xy-1) ð [n-1] + 


+ (X[1] -azXy-1) Ô [n-2] +... . + (Xy-278y-1Xy-1) Ò [n-N+1] (93) 


în cazul particular a[n]=-6(n], polinomul este d*-1 şi corespunde 
deplasării circulare la dreapta: 
[A] 5i x[n] = x[N-1] ð [n] +x[0] ð [n-1] +.. .+x[N-2] ð [n-N+1] (96) 


Toate considerațiile referitoare la acest subiect făcute în 
capitolul consacrat spaţiului M* rămân valabile. 


9. piere DE CONVOLUȚIE CU UN SEMNAL ?|n] monuro somaion ala | 
LUŢIA A DOUĂ SEMNALE MODULO UN AL TREILEA SEMNAL 

Ca şi în cazul spaţiului M", acţiunea unui operator de forma y([A] tn) 

unde yin] este element din C* asupra unui element x[n] din H" se 


SEM 


exp 


tra 


iar 
Cir 
din 
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exprimă prin: 
y [n] «x [n] moda (n) syi [A] atm) x[n] îi (97) 
= (Yo [U] d ci [A] ain] tYa LA] sta] taae Ya LA] sta] ) x[n] 
Prin transformata d acestei acțiuni îi corespunde produsul dintre 
transtormatele d ale lui x[n] şi yin] modulo polinomul modular:* atagat 
lui a/n]: 
y [n] +x In] moa ata) <-> Yid) - X(C] ca ata (98) 


în particular, convoluția circulară presupune adoptarea elementului 
a[(n]=6(n], deci a polinomului modular d”-1. 

Operatorul corespunzător convoluţiei circulare cu elementul yin] 
este descris de matricea circulară: 


y[0] y[N-1] y[N-2] ... y[2] yi1] |] 
yl] yllo] yIN-2] ... yi3] yi2] | 
yi2] yia] yio] ... yla] yi3) | (99) 
y[N-2] y[N-3] y[N-4] ... y[0] y[N-1] 


[N-1] y[N-2] y[N-3] ... y[21] y[0] 


iar fiecare dintre componentele semnalului reprezentând convoluția 
circulară a două semnale x[n] şi yín] este egal cu produsul intern 
dintre primul semnal conjugat cu toate replicile celuilalt inversate 
şi deplasate ciclic cu 0,1,...,N-1 paşi. 


10. CCORELAŢIA CU UM SEMNAL zla]; CORELAŢIA CIRCULARĂ 

Ca şi în cazul spaţiului M", corelaţia cu un semnal y[n} din M" 
corespunde  convoluţiei modulo un semnal respectiv polinom, în 
particular convoluției circulare, cu elementul y[n] inversat. De 
asemenea, consideraţiile făcute anterior sunt valabile. 

Din considerente analoge celor prezentate despre spaţiul M" rezultă 
că motivația esențială a utilității transformatei d este legată de 
următoarele două proprietăți: întârzierii (deplasării la dreapta) 
ciclice a unei secvențe îi corespunde înmulţirea cu d modulo d"-1 


x|n-m] -- d”x[k] (100) 


iar convoluţiei ciclice a două semnale îi corespunde produsul 
transforaatelor d modulo acelaşi polinom: 
în Pig.3 prezentăm o imagine intuitivă a convoluţiei şi corelaţiei 





1° Wici un produs de transformate d nu poate fi efectuat fără 
precizarea polinonului modular. 
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N-i 
xin] eyin] -Ð xik] y[n-k] -+ X[d] Yid) (101) 


circulare a două secvențe. Secvența rezultantă este secvența ale cărei 
tioane sunt suma produselor egantioanelor care se află unela sub 





Fig.3. Imagine intuitivă a convoluției circulare a două secvențe 





ticular de convoluție ciclică a 
cel puțin ultimele k eşantioane 
ultimele N-k-1 eşgantioane ale 


pentru c 
gi cel 
nule 
*X*****00000000000000 ( k egantioane nule) 
taxi xx**000000000  (N-k-l eşgantioane nule) 

în această situaţie convoluţia ciclică conduce la acelagi rezultat 
cu convoluţia liniară. 









1i. Casenvarrr Observațiile făcute la capitolul consacrat semnalelor 
din W” în legătură cu operaţiile sau operatorii de convoluţia rămân 
valabile, cu deosebirea că secvențele în acest caz sunt în general 
complexe, supele şi produsele se fac în mod obisnuit. O deosebire 
esențială constă în aceea că, în C™ nu mai există secvenţe x[n] gi 
yin] pentru care convoluția ciclică poate fi nulă. Aceasta se 
datoreşte faptului că în spaţiul (Hilbert) c" nu există divizori 
ai lui zero; produsul a două polinoame în variabila d se anulează 
dacă şi numai dacă cele două polinoame sunt nule. 





12. OprraToRI DESCRIŞI DE MATRICE DIAGONALE Corespund, asemănător cu 
spaţiul M", aga-numitelor "ferestre". 
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13. PaonusuL EXTERNI |(DIADIC| A DOUĂ SENMALE este prin definiţie 
operatorul reprezentat de matricea: 


r 


| XYo Xoyi =- XY- | 


] in] =|“. Kyi => X Yy- | (102) 


generată de semnalele x[n] şi y[n], unde Xx, Şi y, sunt componentele 
semnalelor x[n] şi y[n] în raport cu o bază ortenormată, în particular, 
baza canonică, Acţiunea unui astfel de asupra unui semnal z[n] 
produce un semnal proporţional cu x[n], factorul de proporţionalitate 
fiind produsul scalar dintre yin L [ 

(x(n] ><yla])zln] = x(n]> 








[n] z[n]> (103) 


Notaţia utilizată simbolizează faptul că semnalul rezultant este 
proporțional (“coliniar") cu x[n] prin <y n]>. Spaţiul nul al 
unui astfel de operator este hiperplanul (N-1)-dimensional ortogonal 
pe semnalul yín]. în icul la x[n]=y[n]=ó[n-k], diada 
corespunzătoare reprezintă operatorul de proiecție pe elementul bazei 
[n]. 
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14. Aurr OPERATORI REMARCABILI Datorită caracterului complex al 

semnalelor din C”, precum şi a faptului că operațiile cu numere se 
fac în mod obişnuit, se utilizează şi alţi operatori specifici cum ar 
fi: 





- luarea părţii reale dintr-un semnal (Re(x[n])) este operatorul 
de proiecţie pe subspaţiul semnalelor reale din C”, 

- luarea părţii imaginare dintr-un semnal (In(z(n]) este operatorul 
de proiecţie pe subspaţiul semnalelor pur imaginare din C" 

~ conjugarea unui semnal (x[n]”); este operatorul de involuţie 
unitar şi autoadjunct (| z[n] A x[n]l, (21[(n]”)"=x(n), ((.)")"=1). 

- luarea părţii pare dintr-un semnal: 


Par{x[n]} == (x[n] +x* [N n] ) (104) 
Operatorul de luare a părţii pare (în cazul semnalelor reale) este 
descris de o matrice NxN având toate elementele nule cu excepţia celor 
de pe cele două diagonale care sunt egale cu 1/2. 
- luarea părţii impare dintr-un semnal: 


Imp îix |n] ) == (x[n] -x* [N-n] ) (105) 


Uf ha 


Forma operatorului de luare a părții impare dintr-un semnal real 
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două diagonale: elementele diagonalei principale sunt egale cu 
cele de pe diagonala secundară cu -1/2. 
äm că x[n]=Par(x[n])+Imp(x[n]) şi că x[N-k]=x[-k]. 
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. REZUMAT 


Spațiul de semnale C” este constituit din semnale discrete având 
un număr N, finit de componente complexe şi este spațiu Hilbert finit 
dimensional în raport cu produsul scalar 

N-1 


<xin], yin] 05 x" [ilyli] 


1»0 


care induce norma şi metrica. în spaţiul astfel definit se pot adopta 
diferite baze ortonormate care corespund unor transformări remarcabile 
utilizate în prelucrarea semnalelor. Cea mai importantă transformare 
este Seria Fourier Discretă care corespunde bazei formate din 
enţiale compleze. Alte baze şi transformări remarcabile sunt 
şi transformările discrete: Hartley, cosinus gi sinus, Hadamard 
Walsh, Haar, oblice. 

crările semnalelor din spaţiul ©" corespund acţiuni 
reprezentaţi prin matrice pătratice. în par 
ärile emmerate mai sus pot fi considerate acţiuni 
operatori particulari, pe baza observaţiei că spectrul unui semnal din 
c“ este tot 
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1. ALGORITMI RAPIZI 


A RR RE 
1.1 Principii 
Determinarea spectrului unui semnal din C™ în raport cu oricare din 
bazele ortonornate prezent | ä utilizarea unor formule 
re apar sume şi produse de numere complexe. Cele N componente ala 
spectrului corespunzător oricărei transform ă 
înmulţiri şi tot atâtea adunări. 

în cazul sistemelor electronice da calcul, timpul necesar 
efectuării unei adunări este practic neglijat 


de calcul necesar efectuării unei î 
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lungimea semnalului de plecare 


pentru calculul fiecăreia dintre 
proape în aproape, se ajunge 





timpul de calcul înjumătățindu-se de 





fiecare frai ordinul doi au un graf care este 
denumit astfel că transformata unei semnal de 
lungime O 2 se poate exprima utlilzând în mod 





termeni. Pe aceste considerente se 





repetat o tran: mare cu numai doi 
bazează algori i rapizi de calcul al diverselor transformate. Toate 
bazele pre iunea anterioară corespund unor transformate 
care pot fi cal: te 
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Produsul tansorial (Kronecker) al matı st operaţie 
tensoriaiă ca) ize Á 1] n sca a unei 








f vI 
Li e } (1) 
Na remi 
l3 iia | Fi 1 4| 
ASI (2) 
| n 
Câteva n prietâătți à p i tar Pi sun 
í 
(A XI ] BOS (A 97 (4) 
RGO FAO, si D959 F) = (AD) 09 (RR) } 
) A 1503 (6) 








^ T-A BB TOC (7) 


mnde I este matricea unitate ar A 


respectiy inversa matricei A 


3 apre LA 


3ANSpuza , 


1.3 Principii şi ei pentru 
transforaări u Uzua 








Q 
Q 
y 
j= 
n 
t 
D 


pe rmările di ate anterior 
Observăm că gr rafı ul oricărei transformări de ordin tă dintr-un 
număr de N2 ramuri care unesc fiecare e i "de ieşire" 


(spectrul) cu toate elementele vectorului de intrara. Un astfel de graf 











ni $ 


aste waar Aat Te Fig.1.a Diferiti algorita fera prin LOLA 
















SEMNALE, CIRCUITE SI SISTENE 19.4 ALGORITĂI RAPIZI 


grafurilor care descriu transformata. 

Algoritmii rapizi se disting prin faptul că graful transformării 
conţine unul şi acelaşi "fluture", de forma sugerată în Fig.1.b, în 
diferite poziţii. 








> DP. A ra, spoe —— A 
N A N a SR, îi d 
P a AN b Ar AEn = — .——. BB 
NT | e > XIN-1) 
a b 


Fig.1. a. Graful unei transformate oarecare; b. Graful unui 
“fluture”. (pentru a nu încărca desenul, nu s-au marcat valorile 
transmitanțelor ramurilor) 


în continuare, trecem, sumar, în revistă câteva transformate rapide 
corespunzătoare unora dintre bazele prezentate anterior. Scopul acestei 
prezentări este în primul rând acela de a scoate în evidență 
trasăturile comune ale algoritmilor rapizi. Tratări mai detaliate se 
găsesc în literatura de specialitate. 


1.4 Transformata Hadamard rapidă 


Matricea Hadamard satisface proprietatea de recurenţă: 
H,r-ı Haz-a 
Bae (8) 
Har-a i Hzr- 








Rezultatele care urmează reprezintă baza algoritmului rapid de 
calcul a transformatei Hadamard (spectrul Fourier-Hadamard al unui 
element x[n]). Algoritmul se bazează pe posibilitatea calculării unor 
rezultate intermediare corespunzătoare: factorizării prezentate mai jos 
utilizând structuri de calcul identice sau asemănătoare. 

Utilizând produsul Kronecker, orice matrice Hadamard se poate scrie 
ca produse tensoriale între matrice Hadamard de ordinul doi, H. gi 
diverse matrice identitate: 
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Matricea H, mai poate fi scrisă: 
4 











| 1 0 ip 0 2 SI 
ESI « PE OnO N. ce PO: A ÎN (e e e ao eee e 
HS da allea =d1ag |. H) . LI] 
lo O 1 -1]|l01 0 -1 
Matricea H, este: 
T dp T f 








şi poate fi scrisă: 


H =diag[H;, Hz, H3, HA] . diag [HBI , HOT] (HO, 


xO] Ca aaa < - -m Papa <10] 
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Fig.2. Grafu. corespunzător transformatei Hadamard pentru N=8. 
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algoritaul transformatei Walsh rapide se bazează pe m 


coloanelor de rang par ale grafului Paley 
ramurilor c şi d. Cum această modificare 
utilizează echivalenţa "fluturilor" prezentată 
încât se conservă forma grafului transformatei 
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Fig.3. Codarea şi decodarea Gray (a,b). 
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| 7] Per aa a$ aar rania 
1.1 Transrorsata Haar L dpiud 

Transformata Haar poate fi calculată cu unul dintre cei mai rap 
algoritai cunoscuţi. Graful corespunzător este prezentat în Fig.6 





Li + sV 

1.8 Transformata Fourier rapida 

Datorită importanţei deosebite în prelucrarea semnalelor 
transfornatei (seriei) Fourier discrete, vom trata ceva mai amănunţit 
această problemă. 

Algoritmii rapizi de calcul ai seriei Fourier discrete se bazează 
ca şi alţi algoritai, pe incipiul decimării adică al calculului unesi 
transformate de ordin 2N în funcţie de două transformate de ordin N 
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Fig.5 Graful transformatei Haar rapide pentru N=8. Se remarca 
reordonarea elementelor vectorului de intrare corespunzător 
inversării biţilor. 
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1. NLGORITMUL CU DECINARE IN TIHP Principiul decimæarii în timp 
iei discrete a unui semnal x[n] de 





pentru calculul seriei 
termenilor pari de cei inpari gi 
ență în parte 


lungime 2N constă în separarea 


calculul seriilor Fourie dis 








i 
crete pentru fiecare secv 


Considerăm seria Fourier discretă ordin 2N: 





xi XIk] (16) 











Spectrul X[k] se scrie succesi 
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23-12 N-1 o 4i talia 
xik]=f x[n] wa Fe x[2i] wan +S x[21+1] wy a 


Fi 
N-1 N-1 ik 
O E T P SOF 2 
$ x[2i] wan *Way ò X[2i+1] wy = 
Ei] "9 


(17) 


i 


Ş aln) wa way bl) wa [KI +w B[k] = 


A[k] +wAB[k]; K<N 
[k] -wap B[k]; Kk+N<2N 


unde A, şi B, reprezintă seriile Fouriei discrete ale secvențelor pară 
respectiv impară din x[n]: 


N N y 
x[21] -- A[k]; x(21+1] --B[k] (18) 


şi, pentru k -> k+N, k=0,1,...N=1, 
wat = ză (19) 
Raţionând în mod analog pentru fiecare din secvențele de ordin N 
obţinute (presupunând  N=2*), ş.a.a.d. se obține algoritmul 
corespunzător decimärii în timp. Graful algoritmului de decimare în 
timp este prezentat în Fig.7. 
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Fa FĂ wa e wN o wg Ta Wa 
E e le al eat r) 


?ig.6. Graful transformatei Fourier rapide cu decimare în frecvenţă 
pentru N=8. 
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23 ALGORITMUL CU DECIMARE ÎN FRECVEBȚĂ Principiul decimării în 





frecvenţă asemenea, de calculul seriei Fourier 
discrete cu 2N termeni prin două Fourier discrete cu N termeni 





fiecare. De data aceasta însă: 
se face luând primii N termen 
N termeni drept ce } 





secvenței x[n] în două secvenţe 
xin] drept prima secvenţă gi ultimii 









X[k] =$ xi 1] Wa YaN EM = 
270 (20) 
N-1 
1 -nk 
3 x[n] wiy +w n+N] Wa 
n=0 








x7) 


Fig.7. Graful transformatei Fourier r apide cu decimare în timp pentru 
N=8. 


în continuare separăm egantioanele pare de cele impare (decimare 
în frecvenţă) 


N-i N-11 N-1 
X(2i1=$ xin] way xinin y 201= 0 (xin] +x[n+NI) w,” (21) 
2 Aam -oe AN had e- Sa ON dad Ti “ Caii. 
0 ne n=0 
N-a H-1 
å PENE ai i(2i+1 A T CA a (24 
x[2i+1] pD xin) wa A [n+N]) wiy aiis 
Pa "af 


(22) 


-X[N+N] ) wa Wy 
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Gratul transformării Fourier rapide cu decimare în fre 
prezentat în Fig.8. La o analiză mai atentă constatăm că 
grafuri se pot obţine unul din celălalt prin xp] inversare a 
sensurilor ramurilor (prin reordonarea datelor de intr se ajunge la 
un graf identic cu graful corespunzător decimării 

"Fluturii" corespunzători celor două tipuri 
prezentați comparativ în Fig.9. 
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sunt 
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Fig.8."Fluturi" corespunzători decimării în frecvenţă (a) şi decinarii 
timp (b) 


m w w = A ag pr: 2 
3. [RATAREA MATRICEALĂ A DECIMĂRII ÎN FRECVENȚA  Decimarea în 
frecvenţă poate fi prezentată în formă matriceală pe 
următoarei formule de recurenţă: 
0 Î s iza Zu 














iNT a S |7 Ia Aj NT, (23) 
0 T N 9 D y L N IN | z | A 2 | 
| E îl a 3j 
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ie i ' Jas fi | 
A = D n=diaâag | Wy: Wy wo i Ta xi 24) 
110 Dy 3 li -1j 
| 3) 
ia 
Tu Oulu (25) 


a ind matricea transformării, iar Qẹ„ matricea corespunzătoare 
inversării ordinii biţilor 
Formula 'jenarală care corespunde algoritmului rapid se obţine, în 


ultimă insta 





în funcţie de 12 în forma: 
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logad 
Ty= [I [AI xI a OTI y) (26) 
lei | 2 2% a 


unde primul tip de paranteze corespunde înmulţirilor, iar cel de al 
doilea, reordonărilor. Variante ale algoritmului prezentat (numit radix 





2) se obţin punând în evidenţă în loc de “fluturi” de ordin 2, 
"fluturi" de ordin puteri ale lui 2: 
Log 
ml ] 4 A 
Ty” JI (A (27) 
iei | 
Astfel de algoritmi se numesc radix r, cel mai utilizat fiind 


algoritmul radix 4 (r=4)?, 


4. Qasenvașra Exprimarea matriceală a algoritmului de decimare în 
timp se obţine din cea a algoritmului decimării în frecvenţă prin 
transpunerea produselor de matrice corespunzătoare, ceea ce revine, 
datorită simetriilor matricelor la schimbarea ordinii de înmulţire. 


2. REZUMAT 


Timpul de calcul al oricărei transformate discrete este determinat 

în esenţă de numărul de multiplicări utilizat de algoritmul utilizat. 

ţa unor simetrii în matricele corespunzătoare diferitelor 

poate fi speculată pentru a face grupări care să permită 

arului de înmulţiri. Algoritmii rapizi se bazează pe 

ă a unei celule de calcul numită "fluture". scrierea 

g este posibilă utilizând produsul Kronecker al 

Câteva transformări rapide sunt transformatele Hadamard, 

Haar, Fourier. Pentru transformata Fourier rapidă există 

d variante de algoritmi rapizi între care cei cu decimare în 
timp respectiv în frecvență. 












= Trecerea de la algoritmul radix 2 la radix 4 poate aduce uneori 
avantaje în privința timpului de calcul. Cregterea lui r peste 4 nu 
det ină reducerea timpului de calcul. 
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SERIA FOURIER DISCRETA 


PROPRIETĂȚILE SERIEI FOURIER DISCRETE . . . . . » 1 
Transformatele Fourier discrete ale unor semnale 
remarcabile din al AER PER a NE aie 6 


Proprietăţi ale Seriei Four pentru 





câteva clase remarcabile 8 
Transformata Hilbert discretă na Seat A 10 
Formule de "dualitate timp-frecvenţă” . Se 11 
Sumarul proprietăţilor SFD i T s 13 


în acest capitol trecem în revistă principalele 

proprietăţi ale Seriei Fourier Discrete, cea mai importa 
transformare din spaţiul C= şi, în acelaşi timp o) 
È y £ 


importantă tehnică de prelucrare numerică a semnalelor. 





1, PROPRIETĂȚILE SERIEI FOURIER DISCRETE 


Seria Fourier Discretă (SFD) 
transformare din C din următoar 





- baza în raport cu care are loc ransfor 
ortogonală şi, de asemenea, este de i 
care este important în legătură cu 
liniari; 






- SFD a unui semnal din C~ este transformata 
d=(ww)`*=exp(-2nj/N) şi pentru polinomul modular 





acest motiv, SFD păstrează proprietăţi: es 
transformatei d: întârzierii cu va 
înmulţirea cu exp(-2nmj]/N), iar i cici] 
corespunde produsul seriilor Fouri 

- SFD este un instrument senţial pentru calculul 
transformatelor Fourier ale sem :mnalelo sr din spaţii de 


semnale analogice datorită existenţei unor algoritmi rapizi 
de calcul. 

Proprietăţile SFD se referă, în esenţă, la perechile 
Fourier corespunzătoare unor originale supuse acțiunii unor 
operatori remarcabili. Analog cu spaţiul M acţiunea 
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] asupra unor semnale din CC" corespunde 
cu diferite matrice pătrate de dimensiune NxN. 
ce urmează, nu vom mai pune în evidenţă 
- rile matriceale ale operatorilor discutati, 
determinarea matricelor corespunzătoare fiind o chestiune 


de rutină. 





Ţ * : 
1.  MIMIARITATEA este proprietatea fundamentală a SFD privită 
formare liniară. Dacă x[n] şi vln|] au drept SFD 


ca trans 
pe XÍk] respectiv Yl[k], atunci: 
ax[n] +byln] <-> axX[k] +bY[k] (1) 


2.  ÎRPLASAREA CICLICĂ LA DREAPTA CU I PAȘI 


x[n] =- X[k]; xİn-i] <a X[k] (2) 


(3) 


W, 








MODULO UN ELEMENT ŞI CONVOLUTȚIA C ICLICĂ Con 
or aín] şi bln] modulo un element x[n] se] 
defini prin intermediul transformatei d: ea corespunde 
originalului produsului transformatelor d ale celor două 
semnale, Alk].B[k] modulo polinomul modular corespunzător 
elementului [n], adică modulo polinomul 
-xIN-1]d4"-*-x(N-2]4-2....-x[0] 
în particular, elementul x[n] poate fi egal cu 1, caz în 
care convoluţia este circulară, aceasta fiind cea mai 
utilizată. Convoluţiei circulare îi corespunde produsul 
transformatelor prin SFD: 
x[n] +y[n] +- X[k] Y[k] (4) 





sem 








© 





2] 








Relația este consecința directă a proprietăţii omologe 
satisfăcute de transformata d căci: 

Aşa cum am arătat în paragr 
care corespunde convoluţiei este rep 
circulantă generată de unul dintre cele două elemente care 
se înmulţesc convolutiv. 

Arătăn în continuare că pentru orice matrice circulantă 





ful anterior, ope 











m 
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n=0 (m=0 j 0 ga (5) 
N-1 N 
` xim wS yigi = 
2 2 yia] 
aia 0 70 


vectorii proprii sunt: 
Ve” [1 Wy Wyo Wy (6) 
iar valorile proprii sunt SFD a ‘actorul re 


matricea circulantă. într-adevăr prin tirea 
a ambilor membri ai relații 





obţinem 


x[k] T D e[n] w, kinta i w” 11 yin 


co 





adică 





x[0] x[N [1 1 | 

x[1] x |! x[2]i TAR 
x[2] x[1] x[3]} wy 2] (9) 

| | | 

| t E d | N-11) kl 

= Pe : STI în | pp | 

(x (N-1] x(N-2] x[0]{ j [7N j 


4. Trorma LUI PARSEVAL, Din egalitatea 
N-1 N 
5 x[m] y [n-m] =2$ X[k] Y[k] 
me) 


(10} 





H-1 | X- š 
` xim y[-m] == F x[k] Yik] (11) 
ari N fg 
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y" [n] <-> Y"[k] 
care se demonstrează imediat, aven: 


N-1 N-1 
S z*(mxim = S Z*ikI X[K] (12) 


sau, cu o schimbare de notație, 


x-1 E =: 
" x*imylm=25 X* lE Yik (13) 
2 [m] y (m) K [k] Y[k] 

adică 
pati S, ret S a a E E e S 44) 
sxin yin = SĂLI, YLK? (14) 


relație care se interpretează ca o conservare (până la 
constanta N) a produsului scalar al originalelor şi al 
imaginilor prin SFD şi este o consecință a caracterului 
cvasiunitar (existenţa constantei 1/N) al transformării. 


în sfârsit, dacă particularizăm y[n]=x[n], obţinem 
N-1 a A 
> 23250 Ix[k] |2 15) 
L |x Un] | > IX[k] | (15) 
adică 
9. S 82 = Iarr 42 
XI = — KI i (16) 
Ix Liz) j N! L i 
9- Î ZOREMA SIHETRIEL 
x[n] ~- X[k] => X[n] -- Nx[-k) (17) 


într-adevăr, inversând variabilele k şi n, avem 


Xin] = D xik] gi DS Nx l-k] wa E (18) 


de unde rezultă teorema enunțată. 
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1 
6. SED a SECVERŢEI INVERSATE , 
x[n] ~- X[k]; x[-n]=x[N-n] +- X[-k]=X[N-k]) (19) 
Demonstrația este următoarea: 
N-11 
x[N-n] 253 x [m] w wy O a 
n= i mN (20) 
x[m] wġ"=X[-k] =X[N-k] 


7. SFD a SECVENŢEI CONJUGATE., 
xin] -- X[k]; x" [n] -- X*'[N-k] (21) 


Demonstrație: 


N-1 N-1 s 
x" [n] mah x[n] v) =X" [-k] =X* [N-k] (22) 
n-0 n= 


8. SFD A PRODUSULUI A DOUĂ SECVENŢE, 


x[n] yla] == 1y X[m] Y[k- -m] =X [k] *Y[k] (23) 


Demonstraţie: 


N-1 
ȘI x[n] ] y [n] W= E F xip) Die Y[g] Pie 
X 


ya N-1 pie P a 1 a 
xipi rid E wew wf- y D -L xip) yigin [p+q-k] =(24) 
po go n0 po go NA 


Iin La AnA ; 
2 XIpl Y[k-p] = XLk] *Y[k] 


Caz particular: produsul unei secvenţe cu secvenţa W, ">: 


1 Aga cum s-a mai arătat, secvenţa inversată este 
definită prin x[N-n]: primul eşantion rămâne pe loc iar 
celelalte se inversează. Acest mod de definire este legat 
de asigurarea unei legături cu inversarea secvenţelor 
periodice obţinute prin repetarea unui semnal din Cn: 
inversarea unui astfel de semnal periodic corespunde pentru 
o perioadă inversării definite mai sus. 
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Jaa 

x[n] wy += ra x[n] wwa =X[k-p] (25) 
ne 


Remarcăm simetria cu proprietatea referitoare la 
deplasarea secvenţelor. 


9. SED 4  LIFEREȚIALEI! x[n]=x[n=1]; 
x[n] -x[n-1] =- (1-w") X[k] (26) 


Dual, 
(1-wy) x[n] -- X[k]-x[k-1] (27) 


10. SFD A SUMEI 


n 
D xim) gi LCE (28) 
ze 1 — Pay 
Demonstraţie: 
n n-1 
yla) "E x[m]; yln-1) p? xim]; 
pi i F i (29) 
yin] -y[n-1]=x[n] -- (1-wx)Y[k]=X[k] 
Remarcăm că n şi k aparţin mulțimii {0,...,N-1}. 
Produsul celor două funcții din domeniul frecvență 
sugerează o convoluţie în domeniul timp. Această 


interpretare nu poate fi dată în contextul spaţiului e ci 
într-un spaţiu mai larg. 
Prin dualitate se obține: 


k 
-= X[m] (30) 


1.1 Transformatele Fourier discrete ale unor semnale 
remarcabile din © 


SFD a elementelor bazei canonice din CN 
òin] <-> 1; ðln-M) <-> wy” (31) 


SFD a semnalului constant discret 
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SFD a semnalului Wu” 





EN PRE o E e pie | -WA A) 
E ea ȘI ae part a LE (33) 
n= n=0 1 -Wy 
NL M-k) a: 
3" sinlM-Kkis 
wu? SÂN UCĂLE sN [K-M (34) 
sin_IX-Kl K 


SFD a semnalului cosinusoidal discret cos(2nMn/N) 
cos mns (wp +wy) =z X (8 [k+] +5 [k-M] ) (35) 


SFD a semnalului sinusoidal discret sin(2nMn/N) 





i, ÎR [wy w] N 
sin” Mna=——————— m — (5 [k+M] -8 [k-M]) (36) 
N 2] 2j 
SFD a semnalului x[n]=e®°” n=0,1,...N-1 
= y 1-e%wg ™ 1-0% (37) 





(i-k 
ada eir e - 
25) 20 1-9 1-e îwy 


SFD a semnalului "cauzal?" 





N LR N 
E iC île F- (A Dai ă 
osin y e D opr e (39) 
4 BD N(0) f 1-wWy” 
-1 k=2i 
-X _ ai k N. = 
Ny a A a t kao (39) 
1-Wy -jetgE k=2i+1 


SFD a semnalului "anticauzal” se determină utilizânā 
proprietatea x[-n] <-> X[-k]): 





2 Denumirea este puțin forțată; ea sugerează 
caracterul nul al elementelor secvenței pentru valori 
negative ale argumentului, până la n=-N/2. 
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N -1 k=2i 
0 RO tS N- k=0 
Oyl-n] = N -- 2 
1 n=5*l, <i N-1 jotg® k=2i+1 
SFD a semnalului o[ln]+5[n-N/2] 
8[n- A] == (-1)* 
2 
| 0 k=2i 
N 
a = k=0 
o [n] +8 (n- A] == 2 
2 i kk A 
|-1sjetgks k=2i+1 


SFD a semnalului of[n]-o[-n] 


Prin scăderea relaţiilor stabilite anterior, obținem: 


0 k=2i 


o [n] -0 [-n]) -+ [ajeta k=21+1 &=0,1,...N-1 


Prin dualitate, se demonstrează existența perechii: 


-j oki 

0 n=par x 

x[n] Y-fetg n=impar SUA i 
j Acke 


(40) 


(41) 


(42) 


(43) 


(44) 


SFD a ferestrei rectangulare de lățime 2M+1 centrată în 


origine 
; k 
Bin | (2M+1) =R 
[ ( anl 


k 


[1 lnlsM x 
N 


(45) 


1.2 Proprietăți ale Seriei Fourier Discrete pentru câteva 


clase remarcabile de semnale 


; GA Semnale invariante la luarea părții reale 


(semnale 


reale), Re{x[n]}=x[n]; transformata Fourier discretă este 


pară în raport cu mijlocul secvenței: 
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X[k] = X[N-k] (46) 
Demonstrație: 
N-1 
X[k] = x[n] wp "=X* [-k] =X* [N-k] (47) 
2=0 
2, Semnale invariante la luarea părţii imaginare (semnale 


pur imaginare), Im{x[n]=x[n]; transformata Fourier discretă 
este impară în raport cu mijlocul secvenţei: 


X[k] = -X[N-k] (48) 
Demonstrație: 
N-1 
X[k] =F x[n] "==" [-k] =-X* [N-k] (49) 
n=0 
Consecințe: Determinarea SFD a două secvențe reale 


x[n] şi yln] se poate face calculând SFD a secvenței 
complexe zln] definite prin: 


z[n] = x[n] + jy[n] (50) 
şi luând 
Y[k] -5 (Z[k] -Z* [N-k] ) (52) 
3: Semnale invariante la luarea părții pare în raport cu 
mijlocul secvenței (semnale pare); SFD este reală: 
x[n] = x* [N-n] (52) 


Demonstrație (presupunem N par): 


N-1 jwa ăi ză = | 
XILk] =$ x[n wa =F x[n w +F x[n] wy = 
Scrie e tanin E 


N J- 
zS A 


"E iu > x[n] 


= (|x[n] |ezlal sp + [ac La] |e-arxlal yäk) = 


na» 


me: e 


Aa 
2 
= E (x[n] wg +x* La] wg") = 
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N 

F 1 

=2 2 |x(an] |cos ( 2R1K _argx(n) ) 
n= N 





4. Semnale invariante la luarea părții impare în raport 
cu mijlocul secvenţei (semnale impare); SFD «ste pur 
imaginară: 

x[n] = -x* [N-n] (52) 


Demonstrație (presupunem N par): 


N 
N-1 z N-1 
X[k] -2 x[n] wy "= > x [n] w+ S xn] w= 
nag n> 


n» 


N Ni N 
â 3 Pe 3 
-nk N (a zk -nk +7 nk 
Y xin] wy +% xn+- 31 Wu => (3 [n] w -x* [n] wy ) = 
n=0 n=0 a»0 
Za 
> (beta) jermi wg™- |x [n] je erezia Rwy") = 
ne 
Aa 
= 2% nk 
=-2j Ý |xin] |sin (= -argx[n] ) 
n=0 N 
Ds Semnale invariante la luarea simultană a părții pare 


şi a părţii reale: x[n]=x*“[N-n]=x[N-n] (semnale pare şi 
reale); SFD este reală şi pară (remarcați ordinea) 
X[k]=X"[N-k]=X[N-k]. 

în mod dual, semnalele invariante la luarea simultană 
a părţii impare şi a părții reale x[n]=-x"[N-n]=-x[N-n] 
(semnale impare reale); SFD este pară şi pur imaginară. 


6. semnale invariante la înmulțirea cu diferite ferestre: 
a- semnale invariante la înmulțirea cu fereastra 


rectangulară de lăţime M şi centru m. 
b- semnale invariante la înmulţirea cu semnalul treaptă 


circulară 
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1.3 Transformata Hilbert discretă 


Definim clasa semnalelor "cauzale" ca fiind clasa 
semnalelor care satisfac relația x[n]=0 pentru 
n=N/2,N/2+1,...,N(0). Semnalele "cauzale" sunt invariante 


la înmulţirea cu semnalul olnl-ol[-n]. Cum înmulţirii din 
domeniul n îi corespunde convoluţia în domeniul k, 
constatăm că se pot scrie identitățile: 


x[n] . (o [n] -0 [-n] ) =x[n] -+ X[k] * (Z [k] -E [-k] ) =X[k] (53) 


Se poate scrie, de asemenea: 


N-1 
al Say [k-m] R, 
p xm ( 2jctg— p) X[k] (54) 


de unde rezultă că restricția impusă de caracterul "cauzal" 
în domeniul n corespunde în domeniul k unei legături între 


părțile reală X„[k] şi imaginară X,[k] ale SFD: 
N-1 


2 k- 
"7 2 X, [m] ctglk-mlz =X; [k] (55) 
kare impar 
2 Ș X, [m] ctg- s =X, [k] 
N > 2 N á ai 
n-m=impar 


Semnalele X [k] şi X,[k] constituie o pereche Hilbert, 
cele două relații constituind transformatele Hilbert 
directă şi inversă. 

Prin dualitate, un semnal "cauzal" în domeniul frecvență 
(k), este un semnal a cărui transformată Fourier discretă 
satisface condiția: X[k]=0 pentru k=N/2,N/2+1,...,N(0). 
Părțile reală x„[n] şi imaginară x,[n] ale unui astfel de 
semnal nu sunt independente; ele sunt legate prin 
transformata Hilbert adică satisfac relaţiile: 


-2 a (n-m) x 
x, [n] T L A [m ctg — (57) 
n-m- inpar 
X-L 
k- 
x, [n] == x, m] ctg ( cln (58) 
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1.4 Formule de "dualitate timp-frecvențá" 


Considerăm perechea: 


N, 2 


rle 


1 


E din-m =- > ge 


unde M/N este întreg. Dorim să arătăm că fiecare dintre 
elementele perechii de mai sus poate fi exprimată într-o 
formă echivalentă. Avem, pe de o parte, 


(59) 


Ai -HM 

Ko a E Nee (60) 
2 Wy e sud i iğ 

me 1-Wy M 9 M 


iar pe de altă parte, prin analogie (semnul exponentului, 
din considerente 'de simetrie, este indiferent): 


X- Ba Win 
8 [n-mM] =} Wa (61) 
> m 


Am obținut astfel următoarele formule care indică, prin 
simetria lor, o dualitate între domeniul n şi k: 


H N- 
H M-1 Nin -1 H 
1 H N NX N > -Mak 
yl) : = ò [n-m] =g Wy -= 0 Na În Wy 
> 223 ud au dU il” 2 
(62) 
Mai observăm că se poate scrie: 
M-a N i Ft p 
- -1 
1 vaita in -aink -mk (63) 
f= Wy E? Wy O Oe Wy = W y 
uh” UR A e 


1. CousecmyE ALE FORMULELOR DE DUALITATE 

1. "Eşantionarea" unei secvențe cu pasul M (divizor al lui 
N) corespunde înmulţirii secvenței respective cu secvența 
M6,[n] (constanta M este utilizată din motive de simetrie). 
în domeniul k, SFD a  secvenţei  "egantionate' este 
convoluţia SFD ale semnalului iniţial şi semnalulu . ön] 
ceea ce conduce la un semnal periodic în frecvenţă. Pentru 
fiecare domeniu vom obţine câte două expresii echivalente. 
Astfel, în domeniul n avem: 
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Ny N-a 


ž „150 
NI d In-mM] x [z] -wY x[mM] 8 [n-mM) -xin Şi m” "oct ȘI vă 


iar în iiaii E soriana convoluția, obținem: 


p1 


NY xi 1) N va k-i N MÝ xli n e ii -uY x [mM] mak 


Mea 


VE ta) E 2 9 l-J- i 2) -P atei ] 


S-a obținut astfel rezultatul că SFD a unui semnal 
discret "egantionat" cu pasul M este un semnal periodic cu 
perioada N/M. 


2. Unui semnal periodic în domeniul n îi va coresopunde o 
SFD rezultată prin "eşgantionarea" SFD a semnalului prin 
repetarea căruia s-a obținut semnalul periodic. Rezultatul 
corespunde perfect, prin dualitate cu cel anterior. într- 
adevăr, un semnal periodic de'perioadă M (M divide pe N) se 
obține prin convoluţia unui semnal "generator" x[n] cu 
semnata Sali mM] : 


z x-1 in- mia 
5 ô [n-m] T x [n-mM] D xim AY we 
N-11 [N-11 -mi 2 ni ï ni -2 
1 AER i 1 : N} „ni 
P x Un] wy i IPN m, BaF Xli 2] wi 
Mda |2 nati 
SFD se poate scrie succesiv: 
N 
=l 
M 


X[k] NT alkid = AS xli¥] ð [k- i] = =X(K] Z, pi 


1.5 Sumarul proprietăţilor SED 


Proprietatea 


liniaritatea 


trans laţia în timp 


transla;ia în frecvenţă 
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simetria 
inversarea 


: conjugarea 


secvențe reale <-> pare X[k]=X"[-k] 


secvențe imag. <-> impare X[k]=-X“[-k] 
X[k]=x"[k] 
secvențe impare <-> imag. | 


Im x[n] <-> Imp X[k] (x([n]-x"(n])/2 (X(k]-x"[-k])/2 
(x[n]+x"[-n])/2 | xl” 09) /2 
Imp x[n] <-> Im X[k] (x(n]-x"(-n])/2 (X[k]-xX"([k])/2 
convoluția circulară x(n)*yln)] X[k]Y[k] 
' în timp x[n] "*y[n] X" (-k)Y[k] 
corelaţia circulară x[-n]*y[n] X[-k]Y[k] 
în timp x“[-n]*y[n] X“[k]Y[k] 
produsul circular x[n]y[n] X[k]/N*Y[k] 
în timp x[-n]y[n] X[-k]/N*Y[k] 


x"[n]y[n] X“[-k]/N*Y[k] 
x*[-n]y[n] X“[k]*Y[k] 


"diferențierea" în timp x[n]-x[n-1] (1-w ™)X[k] $ 


"diferenţierea" în (1-wx”) x[n] X[k]-Xx[k-1] 
frecvență 


sumarea în timp 


sumarea în frecvenţă 


Parceval N-1 122 a 
D xin p- ġ lua P 
n=0 
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SPAŢIUL DE SEMNALE CZ 


SPATIUL CF ... a 
Definitii, structuri, “subapații “zemarcabile 2 
Spațiile Hilbert 1? şi IF i ; 7 
Transformatele d, Z şi Fourier ale unor “semnale “din ca A 9 

FUNCTIONALE SI OPERATORI ÎN SPATIUL Ce ......... 13 
Funcţionale Ho pa a al D 13 
Operatori š 16 
Operatori partiot Fereabili E E OAT 17 

PROPRIETĂȚILE TRANSFORMATELOR d ŞI 2 .... A 21 
Transformate d (z) ale unor semnale rendrcalii 10: din cz s 30 
Semnale cauzale, legătura cu transformata Hilbert 

circula fă s se 32 

METODE DE INVERSIUNE PENTRU TRANSFORMATA z ( DETERMINAREA 

ORIGINALULUI) zod 5 o aa Pee e te Mee ap e 0 e 33 


în acest capitol introducem spaţiul de semnale discrete C7 ale 
cărui elemente sunt secvenţe (şiruri) de numere complexe definite pe 
2 cu valori în €C şi care cuprinde toate semnalele discrete 
unidimensionale. 

Operația de grup (internă) este suma elementelor de acelaşi rang 
a două secvenţe, iar operaţia externă este produsul elementelor 
oricărei secvenţe cu scalari din C. 

Proprietăţile spaţiului CZ sunt asemănătoare cu cele ale spaţiului 
M*, cu deosebirea că suma şi produsul se fac în mod obisnuit şi nu 
modulo M precum gi cu cele ale spaţiului C. La limită (M->œ respectiv 
N->%), cele două spaţii "tind" la C7. 

Spaţiul C7 nu este spaţiu Hilbert. El poate însă fi înzestrat cu 
o structură de spaţiu prehilbertian. Pe de altă parte, în spaţiul c= 
se pot pune în evidenţă o serie de subspaţii Hilbert remarcabile: toate 
spaţiile de tip C" (N natural) se regăsesc ca subspaţii finit 
dimensionale ale lui C7. Alte două (sub)spaţii Hilbert remarcabile sunt 
gi E. 

Spaţiul 12 este subspaţiu al spaţiului C7 şi conţine semnalele care 
satisfac condiţiei de a avea suma pătratelor modulelor elementelor 
finită, adică 


Lim Ş` |æ [z] |2<c (1) 


Na E 


Spațiul [7 este, de asemenea, subspaţiu al lui C7 gi cuprinde 
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semalele discrete având media sumei pătratelor modulelor finită, adică 
N 
: 1 
lim—— x [n] |<% (2) 
riza INI | [a] | 
Ambele spaţii sunt spaţii Hilbert tipice (în care se definesc 
produse scalare care generează metrici şi norme). 
Un operator remarcabil în spaţiul C* este operatorul de deplasare 
liniară a cărui manevrare se poate face utilizând transformatele d, Z 
şi, în particular, Fourier. 


1. SPATIUL C? 


1.1 Definiții, structuri, subspaţii remarcabile 
Spaţiul C* poate fi privit ca generalizare a spaţiului C* gi constă 
din clasa semnalelor discrete pentru care domeniul se extinde la Z, 
mulțimea numerelor întregi, codomeniul fiind (inclus în) C sau, în 
particular, R. Astfel, elementele spaţiului C% sunt vectori cu o 
infinitate de componente: 
xin]=[...,x[-1],x[0],x[1],...]7 x[ilec (3) 


Remarcăm că C7 este spaţiul (vectorial liniar) tuturor semnalelor 
discrete (unidimensionale). Semnalele din spaţiul C2 se vor nota, 
precum toate semnalele discrete, sub forma x[n]. La fel ca şi până 
acum, în funcţie de context, notații precum x[n] vor semnifica atât 
semnalul generic, variabila independentă fiind notată cu n, cât şi 
valoarea semnalului pentru argumentul n. 


> MĂ OPERAȚII Spaţiul C7 este înzestrat cu operaţia internă de adunare 
pe componente a semnalelor în raport cu care se comportă ca grup: 
x[n] +y[n]=[...x[-1]+y[-1],x[0]+y[0],x[1]+y[1],...]7 (4) 
şi operația externă de înmulțire cu scalari din C: 


ax[n]=[...ax[-1],ax[0] ,ax[1];,...]T aec (5) 


(Spre deosebire de spaţiul M7, operaţiile de adunare şi înmulţire nu 
mai sunt modulo M). i 
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2 
2: GUBSPAȚII REMARCABILE ÎN E Ca spaţiu al tuturor semnalelor 


discrete, C2 conţine un mare număr de subspaţii remarcabile. Aceste 
subspaţii se definesc în legătură cu domeniul gi codomeniul semnalelor 
şi/sau în funcţie de structurile introduse suplimentar cum ar fi în 
special norme, metrici, produse scalare. Nu von intra în amănunte 
deoarece o tratare detaliată a acestei probleme ar implica utilizarea 
extensivă a unor concepte matematice superioareăgi, în plus, ar ocupa 
mult spaţiu. 


3. OBSERVATIE IMPORTANTĂ Prezentarea, în cele ce urmează, a unor 


subspații remarcabile de semnale are drept scop scoaterea în 
evidență a diferitelor posibilități de a stabili mărimi care, în 
(sub)spaţiile respective se comportă asemenea distanţei până la 
origine (norma) respectiv distanțelor dintre puncte (metrica) în 
spațiul Euclidian tridimensional. Formulele prezentate furnizează 
metode de caracterizare a semnalelor gi a perechilor de semnale din 
punctul de vedere al "mărimii" şi al "distanței". 


A. Subspatii finit dimensionale (1zomorfe cu spaţiile Hilbert tip C") 
- Subspaţii de semnale având suport finit (vectori ale căror 
componente sunt nule în afara unui domeniu finit precizat)?. 


B.  Subspaţii infinit dimensionale: 

- Subspaţiul semnalelor mărginite, B [Bounded(engl)=mărginit], 
caracterizate de faptul că există un număr real gi pozitiv, M, astfel 
încât |x[n]|sH<o, Ynez. Un astfel de subspaţiu este spațiu Banach” în 
raport cu norma uniformă definită de: 

ix [al] l-suplx [n] | (6) 


gi care generează distanța uniformă: 
da bx-yl=suplx ln] -y [n] | (7) 


corespunzătoare convergenţei punctuale. 


2 Anumiți operatori cum ar fi cel de deplasare pot 
scoate elementele din subspațiile iniţiale. 


2 Adică spaţiul este complet în raport cu această 
normă (limitele tuturor girurilor Cauchy aparțin 
spațiului). 
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- Subspaţiul X, al semnalelor care tind la zero pentru |n|->e. 


- Subspaţiul X, al semnalelor care admit limită finită pentru 
In |->e. 


— Subspaţiul s al semnalelor rapid descrescătoare la zero: 


nřx[n] -- 0; YVk)>0 (8) 


Inl- 


-nÊ 
(un exemplu este semnalul 8” ). 
— Subspaţiul 1: al semnalelor de modul sumabil pentru care: 


Z |æx[n] |<% (9) 
D= -» 
adică: 
ăi à 
n dn |x [n] |<e; $. |x [n] |<%; (10) 
p=-e no 


Spațiul 1* are o structură de spaţiu Banach (complex) cu norma 


Ixl |x[n] | (11) 
şi distanţa 
dy=lx-yl= SD letal -y[n] | (12) 


- Subspaţiul 12 este spaţiul Hilbert (separabil) al semnalelor 
discrete (secvenţe) x: Z -> C care satisfac relaţia: 


Etaj = Ix [a] |2 <o (13) 


unde Ein; se numeşte energia semnalului (relaţia (13) reprezintă o 
restricţie impusă unei norme la pătrat). Astfel, în spaţiul C7 





A 








i} 


" 
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(sub)spaţiul 12 va fi nwit (sub)spaţiul semnalelor de energie finită. 
Există incluziunile=: sclicl2cB. 


Spațiile 1> şi 12 sunt cazuri particulare de spaţii Banach 1”, pentru 
care norma, este definită prin: 


p| » 
ixin] ri $ [xin] pe (14) 


iar distanța este definită (ca norwă a diferenței) prin: 


P| « 
derbi E [eln -yin Pee (15) 


Oricare două semnale satisfac inegalitatea lui Minkowski: 
(16) 


p - p - ? æ 
| L ixin +yin P < | Sta p + | £ ytap UP 


De asemenea, dacă 1<p<e gi q=p/(p-1), adică 


141. (18) 
P q 


(1<q<o) are loc inegalitatea lui Hölder: 


= P| œ q| œ 
£ im yini e £ jxia p | È bin | (19) 


Singurul spaţiu 1” care este Hilbert este 12. 
în particular, pentru p=2, inegalitate lui Hălder reprezintă una 
dintre condiţiile îndeplinite de normă (în 12): 


È xin] yin] |< š 2 jæ [n] |? f 5 xin i (20) 


- Subspaţiul I? este spaţiul Hilbert (neseparabil) al semnalelor 
discrete x: Z -> C care satisfac relația: 





> Arătăm că 1:c]2: xcl: => x[n]->0 când |n|->% adică există MO 
astfel încât |x(n)|sM YVnez. Dar |z[n]|? <Mizin]| şi cum Z|x[n]]|<%, 
MElzin]|<e, şi Z |x[n]|7<MZ|xz[n]j<», rezultă că z(n]612. 
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Lima pă lac La] [2 ce (21) 


Subspaţiul 12 se mai numeşte, prin analogie cu 12, spaţiul semnalelor 
discrete de energie infinită şi de putere finită. 


- Subspaţiile semnalelor local sumabile (1.c<") respectiv de pătrat 
local sumabil (l°) reprezentate de semnale pentru care suma 
modulelor respectiv a pătratelor modulelor componentelor pe orice 
interval finit este finită. 


C. Alte subspaţii. 
fn oricare dintre (sub)spaţiile infinit dimensionale de mai sus se 


pot pune în evidenţă alte subspaţii cum ar fi: 
-  Subspaţiul semnalelor discrete "cauzale": subspaţiul (eventual 


Hilbert) semnalelor pentru care x[n]=0 pentru n<0. 

- Subspaţiul semnalelor discrete  "anticauzale": subaspațiul 
(eventual Hilbert) semnalelor pentru care x[n]=0 pentru n>0. 

- Subspaţiile semnalelor reale respectiv imaginare: x[n]eR 
respectiv x[n]€jR Vnez. 


Desigur, se pot defini subspații care să cuprindă semnale care să 
satisfacă mai multor restricții (de exemplu reale şi cauzale etc.). 


v z 
4. Baza CANONICA ÎN C Definim semnalul 6[n-i]* semnalul care are 


toate egantioanele nule cu excepția egantonului i. Orice element 


x[n] se poate scrie în forma: 
x[n) =... +x[-1]ð [n-1] +x[0]ð [n] +x[1]ð [n-1] +... (22) 


Mulțimea {ő6[n-i]}, iez formează un set liniar independent. Acest set 

este ortonormat în raport cu produsul scalar definit pentru spațiul 

Hilbert 17, pentru care sunt adevărate relațiile de ortogonalitate: 
<ô [n-i] , ô [n-j] >=; (23) 


unde 6,, este simbolul lui Fronecker. 


4 Remarcăm deosebirea dintre i (fixat) şi n, acesta 
din urmă precizând argumentul semnalului, nez. 
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1,2 spaţiile Hilbert 1? şi F 

Cele mai importante subspaţii ale lui C7 sunt (sub)spaţiile Hilbert 
pentru care structura oferă disponibilităţi deosebite. Am analizat în 
capitolele anterioare spaţiile Hilbert finit dimensionale. Prezentăn 
în continuare caracteristicile de bază ale spaţiilor infinit 
dimensionale 12 şi 12. 


1; PRonusuL SCALAR ÎN 12 (Sub)spaţiul 12 este spaţiu Hilbert”. 


Produsul scalar a două elemente din 12 se defineşte conform 
relaţiei: 
N 
sx[n] „yln] > alim ý "n n) yla] : -Ex [n] yin (24) 


22 na-N 


în care simbolurile te semnifică operaţia de luare a limitei. 
Două semnale x[n] şi vln] care satisfac relaţia 
<x[n],y[n]>=0 (25) 
sunt ortogonale. Produsul scalar astfel definit este o formă 
seschiliniară, Produsul scalar generează norma : 


joc n] hasy ar, ya] s=] E [xin] |? san 
şi metrica: 


d;a (x[n], yil =bxlal F [n] la2y< x[n] -y 1n] x miis „E sia Da a) 





„Ya > 12 


Viza] Pa+ly [a] P2-2Re(<x[n] J>) 


2; ELEMENTE DIN AFARA SPAŢIULUI 12 încadrarea semnalelor într-un 


spaţiu Hilbert, în cazul nostru, în spaţiul 12, prezintă avantaje 
deosebite datorită posibilităţilor oferite de structura remarcabilă 
generată de produsul scalar. Există multe semnale discrete uzuale, 


5 Reamintim că orice spaţiu Hilbert H presupune, pe 
lângă definirea produsului scalar, şi caracterul complet 
(faptul că limita oricărui şir Cauchy aparţine lui H). Cum 
spaţiul este normat, cu norma indusă de produsul scalar, el 
este un spaţiu normat complet adică spaţiu Banach. 
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definite pe Z, care nu satisfac condițiile de apartenență la 12: 
semalele discrete constante, periodice etc., în general semnalele care 
nu scad (suficient de repede) la zero pentru argumente care tind la 
plus şi/sau minus infinit. O parte dintre semnalele "exterioare" 
spațiului Hilbert 12 aparţin spaţiului 12 care va fi prezentat în 
continuare. 


3. Observar (1) Deşi un semnal discret y[n]cc7 nu aparține 


(sub)spațiului 17, "produsul scalar” dintre acesta şi anumite 
semnale x[n] din 17 poate avea valori finite. Am utilizat ghilimele 
pentru a marca faptul că nu este vorba de un produs scalar dintre 
elemente ale aceluiaşi spațiu Hilbert. Riguros, se poate vorbi de 
acțiunea unor funcționale asupra anumitor elemente din 17, acțiune 
definită de o relație identică cu cea de definire a produsului 
scalar gi în care apare o funcție (semnal) din afara spațiului 
Hilbert. Cu alte cuvinte, formalismul propriu spațiului Hilbert 
poate fi extins gi asupra unor perechi de semnale dintre care unul 
este exterior spațiului Hilbert, dar face pereche cu altul, din 
spațiul Hilbert, care este "mai cuminte decât i se cere ca element 
din spațiul Hilbert". 


4. Propuso SCALAR ÎN SPÅȚIUL 12 (sub)Spațiul 1? este spaţiu 


Hilbert. Produsul scalar a două elemente din I? se defineşte 
conform relației: 


N 
-74 1 . 
<x In] ,y [n] > pelim II a, * [n] y [n] (28) 





Produsul scalar generează norma; 


N 
xin] jp CTT yn]? y= lim - 2 |x(n] |? (29) 





2N+1 


şi metrica: 


dy (xn) , y [n] )=łx[n) -y [n] la ya -y [n] , x[n] -y [n]? y= 
yita] Plan] px] ,y ln] > za <y [n] XI] >ya 
vila] Pra+ly n] Fr-2Re(<x[n] ,y În] > y) = (30) 


N 
la 1 2414 1 go 
lim ER > |x [n] |2+1im INA |y [n] |2-2Re<x([n] , y [n] > za 
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Remarcăm că restricția din definiția spaţiului I? este o restricţie 
impusă (pătratului) normei. 


5. ERALE DIN AFARA SPAȚIULUI 17 Semnalele care nu aparţin 


spaţiului I? sunt semnalele care tind lent la zero când n -> te sau 
care tind la infinit. Exemple sunt x[n]=1/n*“2, x[n]=n etc. 

Produsul scalar este, aşa cum am mai precizat, o funcţională 
(seschi)liniară definită pe 12. Ca gi în cazul spaţiului 12, sunt 
situaţii când, utilizând formula produsului scalar din I7 se obţin 
valori finite chiar dacă unul dintre semnalele utilizate nu aparţine 
spaţiului 12, cum ar fi, de exemplu, semnalul f[n]=n. Desigur că 
rezultatul compunerii unor astfel de elemente trebuie considerat ca 
acţiune a unei funcţionale definite în 12. 


1.3 Transformatele d, 7 şi Fourier ale unor semnale din C* 


1, TRANSFORHATA D Ca gi în cazul spațiului M*, se poate stabili o 


corespondență biunivocă între semnalele spaţiului C7 gi seriile în 
variabila d (variabilă de ordonare) având coeficienții în câmpul C: 

x[n]=...+x[-1]ð[n+1]+x[0]ð [n] +x[1]ð [n-1]+... <-> (31) 

<->)X(d)=...+x[-1]d>-+x[0]d'+x[1] d+... j 


Seria X(d) se va numi transformata d (bilaterală) a semnalului 
x[n]. Transformata d unilaterală este definită prin polinomul obținut 
luând numai puterile pozitive (inclusiv zero) din transformata d 
bilaterală. 


6 
2s TRANSFORMATA Z Prin definiţie, transformata” z (bilaterală) a 


unui semnal din C7 este transformata d în care s-a făcut schimbarea 
de variabilă 


“semnificaţiile literei z în transformată şi în 
definirea spațiului C7 sunt, desigur, complet diferite 
(variabilă complexă de ordonare, respectiv mulțimea 
numerelor întregi). Considerăm că posibilitatea confuziilor 
este exclusă. 


7 Transformatele d sau z ar fi mai normal să fie 
denumite transformatele Laurent, căci corespund unor serii 
Laurent în variabilele d sau z. 
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d:=z" (32) 


Analog se defineşte transformata z unilaterală. 


OesenvarrI (1) în cazul semnalelor "cauzale", (x[n]=0 pentru 


n<0), transformatele d şi Z unilaterale şi bilaterale sunt 
respectiv identice. Evident, în astfel de cazuri, transformatele 
d conţin numai puteri pozitive ale variabilei d, iar transformatele 
z, numai puteri negative ale variabilei z. Considerații similare 
se pot face pentru semnalele "anticauzale", 

(2) Remarcăm că seriile "formale" nu implică nici un fel de 
condiţii privind convergenţa. Manevrarea seriilor formale (în formă 
deschisă) este cel puţin incomodă dacă nu, în marea majoritate a 
cazurilor, imposibilă. Considerarea unor condiţii de convergenţă, 
adică a condiţiilor în care seriile se pot exprima prin sumele lor 
în formă închisă este esenţială. Pentru aceasta este avantajos de 
considerat variabilele d şi z ca variabile aparţinând planului 
complex, transformatele d respectiv z putând fi privite ca 
operatori care duc semnale discrete în funcţii complexe. 

(3) Câteva proprietăţi ale seriilor de puteri sunt: 

- raza de convergenţă a seriei de puteri 





x (2) = xin]z (33) 
2=09 
este 
r=lim supy|x[n (34) 
pe 
- seria converge absolut pentru orice z cu proprietatea |z|>r gi 
uniform pentru orice z astfel încât |z|>R>r; 





- X(z) este funcţie analitică de z pentru |zl>r; 

- 2(z) este derivabilă de oricâte ori gi derivata se obţine 
derivând termenii seriei în condiţiile în care |z|>r. 

(4) Câteva proprietăți ale seriilor Laurent sunt: 

- dacă seria 


X(z) =Ș0 x[n] z" (35) 


converge pentru r<|z|<R, atunci 


r=lim supy|ž[n]|;  R=lim infy|xi-n]] 
nme m 
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4. AVANTAJELE INTRODUCERII TRARSFORMATELOR D ŞI Z sunt legate în 


principal, de corespondenţele care se pot stabili între operatorii de 
deplasare, convoluţie şi corelaţie şi înmulţirea seriilor 
(polinoamelor, în cazuri particulare) corespunzătoare diferitelor 
transformate d. De exemplu, convoluţiei liniare a secvenţelor 
(semnalelor discrete) îi va corespunde înmulțirea transfornatelor d sau 
Z. 

în cazul semnalelor având un număr înfinit de componente nenule, 
transformatele d şi z vor fi serii având un număr infinit de termeni. 
Sunt cazuri când seriile corespunzătoare pot fi sumate, în anumite 
condiţii restrictive, în raport cu variabilele d sau z, considerate ca 
variabile aparţinând planului complex. Rezultă de aici că, atunci când 
seriile sunt sumabile, se va putea înlocui manevrarea unor serii cu un 
număr infinit de componente cu manevrarea, după anumite reguli, a 
transformatelor d sau z corespunzătoare adică a unor expresii analitice 
relativ simple, în formă închisă. 


5. OssERvAŢII (1) între transformatele d şi z nu există decât 


deosebiri formale. Transformata d apare naturală prin extinderea 
definiţiilor transformatelor d din spaţiile de semnale introduse 
anterior, în legătură cu operatorul de întârziere. Pe de altă 
parte, în teoria semnalelor, în legătură cu semnalele discrete cu 
suport infinit, se utilizează mai ales formalismul transformatei 
z. Interpretate ca funcţii de variabilă complexă, transformatele 
d ş z vor avea, desigur, domenii de convergenţă diferite. 

(2) Teoremele împărţirii polinoamelor şi algoritmul lui Euclid 
de determinare a celui mai mare divizor comun a două polinoame au 
aceleaşi forme cu cele prezentate în capitolele referitoare la 
spaţiile MY şi MZ. Deosebirea constă în faptul că nu mai apare 
polinomul modular. 


6. Dongen DE CONVERGENŢĂ în cazul general al semnalelor având 


valori nenule pe întreg domeniul de definiţie (2), domeniul de 
convergenţă al transformatelor d respectiv z în planul complex este 
reprezentat de o coroană circulară definită de razele 1/R şi 1/r pentru 
transformata d şi razele r şi R pentru transformata Z. 

Coroana este determinată de comportarea semnalelor pentru n->to şi 
există numai dacă r<R. în particular, este posibil ca r=0 şi/sau R=o, 
după cum, este posibil ca transformata d sau z să nu existe, de exemplu 
pentru că r>h. 
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Pentru semnale nule pentru n<0 ("cauzale"), R=œ gi domeniul de 
convergență al transformatei z este exteriorul cercului de rază r. 
Pentru semnale nule pentru n>0 ("anticauzale"), r=0 gi domeniul de 
convergență al transformatei z este interiorul cercului de rază* R. în 
legătură cu Fig.1, dacă pentru semnalul "cauzal" x[n], X[z} are 
domeniul de convergență reprezentat de exteriorul cercului de rază r 
(Fig.1.a), şi semnalul y[n], "anticauzal", cu transformata z Y(z) are 
domeniul de convergență reprezentat de interiorul cercului de rază R 
(Fig.1.b), samalul x[n]+y[n] are transformata z definită (convergentă) 
în coroana reprezentată în Fig.1.c. Mai remarcăm faptul că pot exista 
semnale diferite, dar având aceeaşi expresie a transformatelor z (sau 
d); ceea ce diferă este domeniul de convergență. Spre exemplu, 
semnalele o[n] şi -o[-n-1] au aceeaşi expresie a transformatei 2: z/(z- 
1) dar domenii de convergenţă diferite: |z|>1 respectiv |zļ|<i1. 





Fig.1. Domenii posibile de convergenţă pentru semnale a. nule pentru 
n<0; b. nule pentru n>0; c. caz general. 


Ta TRANSFORMATA FOURIER A UNUI SEHRAL DISCRET în cazul în care 


domeniul de convergenţă al transformatei 2 a unui semnal discret 
include cercul unitate, seria 


e° Desigur r şi R depind de comportarea valorilor nenule ale 
semnalelor respective. 
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X(2) |acers=ă (07%) =ă (a) =F x[n] e Im (37) 


converge pentru toate valorile lui a€(-n,n] şi defineşte o funcţie 
periodică de perioadă 2n în variabila a. Remarcăm în relaţia de mai sus 
o notație abuzivă care însă este "consacrată" şi tolerată ca atare. 
Funcţia  K(a)=X(e'*) se numeşte transformata Fourier a semnalului 
discret x[n]. Anticipând un rezultat care va fi prezentat ulterior, 
x[n] se poate exprima în funcţie de x(a) în forma: 


g 
EA jna 
xin] = jas da (38) 


formulă care reprezintă o legătură între semnalele discrete x[n] şi 
semnalele analogice periodice de forma X(a), în variabila a. 


2. FUNCTIONALE SI OPERATORI ÎN SPATIUL C? 


în cele ce urmează, datorită importanţei deosebite a structurii de 
spaţiu Hilbert a subspaţiului 12, vom prefera să ne referim cu 
precădere la elementele din 12 şi să considerăm celelalte elemente din 
c7 drept elemente "exterioare" lui 12, respectiv limite de şiruri 
“neCauchy" din 12. 


2.1 Funcţionale 


Reamintim faptul că, potrivit teoremei lui Riesz, forma generală 
a funcţionalelor pe spaţiul (Hilbert) 12 este 


Es SEln) x[n] >F f> (nlxln] ; fin] el? (39) 


Cu alte cuvinte spațiul 17, ca orice spațiu Hilbert, este izomorf 
("coincide") cu spaţiul (tuturor) funcţionalelor liniare şi continue 
care pot fi definite pe el: fiecare funcţională este ataşată unui 
element unic din 17, acţiunea funcţionalei fiind dată de relaţia (39). 

Aşa cum am mai arătat, formula anterioară poate defini şi 
funcţionale utilizând elemente din afara spaţiului 12: rezultatele pot 
fi însă numere infinite. 
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1. OBseRrvaTIE Precizăm faptul că, dacă x[n]cB (subpaţiul funcţiilor 


mărginite), adoptarea unui f[n] în formula (39) din 1+ furnizează 
o funcţională liniară gi continuă pe B (a cărei normă, se 
demonstrează a fi norma din 1: a lui f[n]: suma modulelor 
componentelor). Formula (39) nu epuizează” mulțimea funetionalelor 
liniare şi continue pe B. Arătăm că în spaţiul B există o 
funcțională liniară continuă care nu este de forma discutată gi 
anume : 

L(x)=limx[n] (40) 


x-)= 
într-adevăr, presupunând că există f[n] astfel încât să avem: 


L(x) =<f[n] xin] >= £* [n] x[n] =Limx[n] (41) 


n-)» 


pentru x„[n]=ő6[n-k], k=0,1,2,... avem 1(x,)=0 pentru orice. k 
natural ceea ce implică f[k]=0 pentru toți keR. să considerăm acum 
x[n]=o[n], semnalul treaptă discretă unitate, a cărui limită când 
n tinde la infinit este 1. Conform formulei în care toate 
componentele lui f corespunzătoare valorilor pozitive ale lui n 
sunt nule, se obține că aceeagi limită trebuie să fie zero ceea ce 
este absurd. Concluzia: există funcționale pe B a căror expresie 
nu este de forma discutată. 


2. limrTE GENERALIZATE Există în B semnale care, degi sunt 


mărginite, nu sunt convergente (nu tind la o limită pentru n->to), 
Dorim să asociem elementelor dintr-un subspaţiu închis din B o 
funcţională (deci un număr) numit limită generalizată şi notat 

Lim(x[n]) care să satisfacă următoarele condiţii: 
Lim(ax(n] +*Byln] ) =aLim(x(n] ) *BLim(y(n] ) (42) 


Lim(x|n)] ) =lim(x [n] ) (43) 
şi, pentru orice şir convergent din subspaţiul B, al lui B: 


° Pe de altă parte, formula în cauză reprezintă forma generală a 
funcţionalelor pe subspaţiul lui B reprezentat de mulțimea semnalelor 
Xo (x[n]->0 când n->to); norma acestor funcţionale este chiar norma din 
1*. Prin urmare spaţiul 1: este izomorf cu spaţiul tuturor 
funcţionalelor liniare şi continue pe spaţiul Xo al semnalelor care 
tind la zero pentru n->to. 
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Lim(x|n]) =funcţ ională continuă Şi măzrginităpe B, (44) 


O modalitate de definire a limitei generalizate o constituie limita 
Cesăro: 
N 





s ; 1 
=] x (45) 
Lim(x la] ) lim II D, [n] 
De exemplu semnalul: 
„[i n impar, 
xin] =l0 apar 1 REZ (46) 


nu are, evident, limită pentru n->to dar are limită în sens Cesăro, 
deoarece 


Lim(x(n)) slim 4-4 . (47) 
Ne 2N+1 2 
în cazul semnalelor cauzale, limita Cesăro se defineşte: 
N-1 
Lim(x(n] ) slim F x[n] (48) 
N->œ Nfz 


şi corespunde limitei, pentru n->%œ, a secvenței y[n] definită prin 








1: O ] 
x{0 
3 3 0 x zd 
vin] = xl2 (49) 
iia . 
3 3 3 


Observăm că în cazul limitei obişnuite matricea corespunzătoare 
este matricea unitate. 

Recunoaştem în limita Cesăro o definiţie a valorii medii a unui 
semnal discret cu suport nemărginit. Clasa semnalelor care admit limită 
în sens Cesăro pentru produsul unui semnal cu oricare replică a sa 
deplasată cu orice k întreg (produsul de autocorelaţie) adică: 


N 
Aaa 1 n 
Rex [K] slima 2, U x[n+k] (50) 


formează spațiul Wiener w al semnalelor discrete. Această clasă de 
semnale este inclusă în spaţiul Iž. 
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2.2 Operatori 


Un operator liniar definit pe spaţiul 12 este reprezentat printr-o 
matrice pătrată cu un număr infinit de linii şi de coloane având suma 
pătratelor elementelor de pe linii finită, adică 


È ha saal <o, V op, k=1,2,...%, 5 jaj? <o. (51) 


K=- 


unde a, sunt componentele oricărui element din 17, iar a,„ sunt 
elementele matricei operatorului. Imaginea prin acest operator a unui 
semnal din 12 nu este "scoasă" din 12. 

Extinderea acestor considerații la spații mai ample decât 17 este 
dificilă. Precizăm că forma generală a unui operator pe CZ nu este 
cunoscută. Intuitiv, ne putem închipui o parte a operatorilor ca fiind 
descrişi de matrice cu un număr infinit de linii şi de coloane. 
Coloanele gi liniile matricelor corespunzătoare unui astfel de operator 
pot fi considerate elemente (vectori sau semnale) din spaţiul C7. 

Elementele semnalului y[n] rezultat în urma acțiunii unui operator 
A asupra unui semnal x[n] sunt "produsele scalare" ale elementelor care 
constituie liniile matricei A cu semnalul x[n]. Astfel, acțiunea 
operatorului A reprezentat de o matrice având liniile constituite din 
vectorii (semnalele) ... a_.„[n], a [n], a.ln],... asupra semnalului 
x[n] se scrie: 


a „[-1] a,l0l a,l[1] ia za at al 
yinl=axin] d... a] a[0] ali] ... > [9] = | <a [n], xI 
a [-1] a{0] a[1] <a, [n] „xl 


(52) 


Aşa cum am precizat mai sus, simbolul produsului scalar trebuie 
interpretat în sens general adică implicând şi elemente din afara 
spaţiului 12. O altă posibilitate ar fi utilizarea formulei produsului 
scalar din 12 (introducerea unei medieri între formulele (52), (58)). 

Subliniem că imaginea oferită de relaţia (52) sau de variante ale 


sale este doar orientativă; ea este riguroasă numai în cazul spaţiului 
12, atunci când sunt îndeplinite condiţiile (51). 
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2.3 Operatori particulari remarc cabil; 





Consideraţiile care urmea sur foarte asemănat e ele 
prezentate la spațiul M?. is da in const numai í faptul că 
operaţiile de sumare şi înmulţire nu se mai fe modulo un 
precizat. 


1. OPERATORI DESCRIȘI DE MATRICE ALE CĂROR LINII (SAU COLOANE) SIN 
VECTORI AI BAZEI CARONICE AŞEZAŢI ÎN DIFERITE MODURI 


Astfel de operatori au drept efect reordonarea componente] nalului 
asupra căruia acţionează. Operatori remarcabili de acest at: 
- operatorul unitate respectiv operatorul d 
secvenţelor în raport cu elementul x[0]: yin]=xl 

de matricele [U] respectiv [I]: 














PE a [. 
1 8) 0 i | ) 
| | | (53 
[I] J 0 199 0 [J] = ( | 
| 0 0 T |. | 
e | |. | 
Pentru a preciza poziţia elementelor matricei lementul de pe 
poziţia 00 a fost marcat cu indicele co punzător 
- operatorii de deplasare liniară (yln]=x|nti 





deplasare liniară şi inversare (cu conservarea pi 
x[0]) sunt descrişi de matrice având elementel 
deasupra sau de dedesubtul diagonalei princi 
cu unitatea. în continuare sugerăm forma ic 
deplasării respectiv deplasării cu inversare la dr 
Deplasarea la stânga corespunde matricelor tra 
operatorilor adjuncți celor de dep a ( 
având elementele de deasupra diagon 
de deplasare la dreapta sau la stânga nai 
înversare sunt descrişi de matricele corespunzătoa 
singur pas ridicate la puteri egale cu numărul de 














10 Un mod intuitiv de a ne închipui deplasarea liniară este de a 











considera s:cvenţa x[n] des lungul. u TI ie hâ 2, Prin 
translarea enzii în rapor u reperul (fi ător iniţial lui 
n=0 se obţine, în raport cu acelaşi rej ua secvenţă având 
elementele decalate faţă de e tele si iiţiale. Deplasarea 
la dreapta (stânga) emnului lui i 































> 
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0 0 0 aa da 0 0 O 
seca e Cola A aaa ae 10 Dap (54) 
(A) = s [AJ] = 5 
jee o 1 O . a T 0 $ 0 
hea > SII + AIE: IO je A 0 0 
lea e ei eos eia hisa 


Transformata d a unui element x[n] deplasat la dreapta cu un pas 
modulo a[n] este produsul cu d al transformatei d a elementului x[n]. 

Constatăm că deplasarea la dreapta cu un pas a unui element z[n] 
corespunde, pe de o parte acțiunii asupra lui x[n] a operatorului 
descris de matricea respectivă, iar pe de altă parte originalului 
trasformatei d reprezentate de produsul cu d a lui X[d], transformata 
d a lui x(n] (respectiv originalul a’ produsului între z* şi 
transformata z a a lui x[n]). 


2. OprRaroRuL DE  CONVOLUȚIE CU UN SEMNAL yin] Convoluţia 

semnalului y[n] cu semnalul x[n] conduce la semnalul y[n]*x[n] 
definit de acţiunea unui operator descris de matricea circulantă 
generată de replicile inversate şi deplasate ale lui yin]: 


yo] yl-1] 


yl-2] = 227| leyl-a-] „zl 

yin] *x(n] 4... yt] yllo) yi-1] ...1 %(0] |= «l-a ,zxlanl> 
|... tz) yi] toi ...Ț>l2 | | erti-alezial> 
(55) 


în transformată d această acţiune corespunde produsului dintre 
transformatele d respectiv z ale lui x[n] şi vin). 
yin] ex[n] <-> Yid] .X[d]=Y[z].X[z] (56) 


3. OBSERVATII (1) Acceptăm o inconsistență de notație de forma 


X(d)=x(z2). Această notație semnifică transformatele d respectiv z 
ale semnalului x[n] care se noteaxă cu literă mare. în sens 
matematic riguros X(2)=X(d-2). Prin urmare, în continuare, deşi 
notaţiile sunt identice, cele două transformate diferă, ¿ga cum am 
arătat. 

(2) Remarcăm faptul că fiecare dintre componentele semnalului 
reprezentând convoluția a două semnale x[n] şi y[n] est: egal cu 
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produsul intern dintre unul din semnale cu toate replicile 
celuilalt inversate. 


în cazul semnalelor "cauzale", convoluţia cu un element (cauzal) 
fixat corespunde unei matrice de o formă particulară: 
y [0] O 0 | peţo]] [| <yl-n] „xln])> 
y[1] y[0] 0 


x{1]| Į<y[1-n],x[n]> 
| = | y (57) 
y[2] y[1] y[0] 


| | 
i a] 
sao 


ylal *x[n] = 





Si în acest caz, convoluției îi corespunde produsul transformatelor 
(unilaterale) d sau z. Convoluția unui semnal necauzal cu unul cauzal 
se tratează identic, transformata produsului de convoluţie fiind egală 
cu produsul transformatelor bilaterale (o transformată bilaterală 
coincide cu cea unilaterală) ale semnalelor, desigur luând în 
considerare razele de convergenţă. 


4. CORELAȚIA CU UN ELEMENT yín] Corelaţia cu un element vin] din 


H7 corespunde convoluției cu elementul y[n] inversat adică cu y[- 
n]. Cum convoluţia conține prin definiţie o inversare, rezultă că 
matricea corespunzătoare corelaţiei cu y[n] este matricea de convoluţie 
transpusă (operatorii de convoluţie şi corelaţie sint unul adjunctul 
celuilalt) şi are liniile constituite din replicile deplasate ale 
semnalului yln]. Astfel corelaţia (sau produsul de corelaţie) liniară 
a două secvenţe x[n] şi y[n] este o nouă secvență pentru care 
eşantionul i este produsul intern al secvenței x[n] cu secvenţa vin] 


deplasată cu i, y[nti], ec. (52), (58). 7 | | 
yl0] yi y[2] "bet za) | [kyin] „tal > 
yl-n] «x[n] =... y[-1] y[0] y[1] E ună pia n PR ae Tai 
... yl-2] y[-1] y{[0] x{1 | pasa) abată 
i Ji 
(58) 


Tat 


Se demonstrează imediat că produsul de intercorelație liniară este 
comutativ. 


$, ÛbservaTII (1) Operatorii de convoluţie şi corelaţie sunt 


descrigi de matrice generate de un singur element din 12 sau din 
afara lui 17 şi de toate replicile acestuia obținute prin deplasări 
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Rezultatul acţ 


în parti 
bloc compa 
nule. Un astfe 
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fără inversare. în particular astfel de operatori 
asupra elementului care i-a generat, 

'oluţiei sau autocorelaţiei, rezultatul fiind 

afara acestuia. 

laţia) a două secvenţe x[n] şi y[n] este 

ia) uneia dintre secvenţe cu celaltă secvență 









x [k] „yin-kl>= F (x[k].y[n-k]) (33) 


Ko 


căm că matricele corespunzătoare corelaţiei şi 


acelaşi element sunt una transpusa celeilalte (cei 


unul adjunctul celuilalt). 
spaţiul M7 , în CZ nu există secvenţe x[n] și y[n] 
re convoluția să fie nulă; adică nici un semnal 
fi ortogonal atât pe un alt semnal yl-n] cât şi 
cestuia deplasate cu orice k, y[-n+k] decât 


DE MATRICE DLAGORALE 


înmulțire cu o secvenţă afn] (fereastră) este 
e diagonale care are pe diagonala principală 


icatoare: 








rului asupra elementului x[n] este: 
1] x(- 


[-1] ð [n+1]+a[0]x[0]8 [n] + 
ra[1]x[1]6(n-1]+... (61) 


iiagonala matricei operatorului poate conține un 
mente egale cu unitatea restul elementelor fiind 
erator corespunde unei "ferestre dreptunghiulare". 
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7. PRODUSUL EXTERN (pravzc) A DOUĂ SEMNALE este prin definiţie 
operatorul reprezentat de matricea: 


X-a X-aYo X-a» 
x[n] ><y[n] =|... Xoy- Xoo XoYyı =. (62) 
XY- XaYo Xa 


generată de semnalele x[n] şi y[n]. Acţiunea unui astfel de operator 
asupra unui semnal z[n] produce, ca şi în cazul spaţiului M*, un semnal 
proporţional cu x[n], factorul de proporţionalitate fiind produsul 
scalar dintre y[n] şi zln]. 


d; PROPRIETĂȚILE TRANSFORMATELOR d ŞI 2 


Proprietăţile transformatei d în spaţiul C”? gi 12 sunt asemănătoare 
cu cele din spaţiul N7”. Remarcăn că, în principiu, transformatele d gi 
z pot fi definite pentru orice semnale, ca serii formale de puteri. Aşa 
cum am mai arătat, atunci când seriile converg (în anumite condiţii 
impuse variabilelor d sau z privite ca variabile complexe), este 
avantajos să se lucreze cu sumele acestor serii. 

în esenţă, proprietăţile transformatei d (z) se referă pe de o 
parte la corespondenţa dintre acţiunea operatorilor în domeniul 
variabilei n şi cel al variabilei (complexe) d (z) şi, pe de altă 
parte, la condiţiile de existenţă a acestor transformate. 


Considerăm o pereche x[n] <-> X(d)=X(z)22. 


i. LIMIARITATEA 
2, ex; [n] 4-2 2 tău (d) "ask, (2) (63) 


Domeniul de convergenţă este intersecţia domeniilor de convergenţă 
ale transformatelor d (z) ale semnalelor x,. 


11 Reamintim faptul că acceptăm inconsistenţa acestei notații. 
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Aa SCHIMBAREA SEMNULUI VARIABILEI INDEPENDENTE ( rmvensanea | 


xl-n) <-> xX(})=x(}) (64) 
d Z 
Domeniul de convergență se transformă din 1/R<|d|<1/r respectiv 
r<|z|<R pentru secvența iniţială, în r<|d|<R respectiv 1/R<|z|<1/r 
pentru secvenţa inversată. 


3.  ÎRARSFORMAREA SECVENŢEI CONJUGATE 
x" |n] <-> X*(d')=ă"(z”) (65) 


Domeniile de convergenţă coincid. 


4. SCHIMBAREA TEDICEIAII (a "cR" VARIABILEI TRDRPIEDENTE | 
Plecând de la semnalul x[n] <-> X(d)=X(z) cu domeniul de 
convergență (al variabilei z) r<|zi<R, se poate defini semnalul yin] 
prin relația: 
ye oe Do (66) 
Transformata semnalului y[n] este Y(d)=Y(z)=X(d*)=X(z*) cu domeniul 
de convergență: r+<|z|<R+. 


5. DzpLAsAREA în TIMP  12(k<0 sau >0): 
x[n-k] <-> arx(d) =z *x(2) (67) 


Relaţia este valabilă numai în cazul transformatei d (z) 
bilaterale. în cazul transformatelor unilaterale, pentru deplasarea la 
stânga, trebuie eliminate eşantioanele care trec în domeniul valorilor 
negative ale variabilei independente n. 

Reamintim că, indiferent dacă semnalul este nul sau nu pentru n<0, 
guma din definiţia transformatei unilaterale se ia de la n=0 ceea ce 
înseamnă că valorile corespunzătoare lui n<0 sunt considerate nule. 


Formulele devin: 


212 A fost tratată în detaliu în subsecţiunea consacrată 
operatorilor. 








- 


Ep o 


A- 
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X-1 x-1 
n n Pa Jd k r \ g 4 
xIn+K] <-> d*ă(d)-d +) x,di=z*X(z) z*> SN a (68) 
= 7=0 
în toate cazurile, domeniile de convergenţă se păstrează. 
6. Comvor ŢIA 
xin] eyin] = Ð xik]yin-k] <-> X(d)Y(d)=X(z) Y(2) (69) 
-A 
Domeniul de convergență al transformatei convoluției este 


intersecția domeniilor de convergență ale transformatelor celor două 
semnale. 

Convoluţia este operaţia cea mai importantă în cadrul teoriei 
semnalelor deoarece ea reprezintă esenţa prelucrărilor liniare şi 
invariante în timp. Convoluţia a două semnale poate fi privită ca 
răspuns al unui sistem liniar invariant în timp (caracterizat de una 
dintre secvenţe) la cealaltă secvenţă. Convoluţia este 

-comutativă: 





x[n] *y[n] =yl[n] +x{[n] (70) 
-distributivă față de adunare: 
(x(n] +y [n] ) *+h{[n]=x{[n]*+*h[n] +y [n] *h[n] (71) 
asociativă: 
(x(n] xy [a] ) *hin] =xini * (y [n] shla] ) (72) 


i ConLAȚTA este convoluţia cu secvența inversată. Transformata Zz 


a semnalului corespunzător corelaţiei a două semnale x[n] şi y[n] este 
produsul dintre transformata d a unuia dintre acestea şi transformata 
d a celeilalte secvenţe inversate (obţinută prin transformarea y[k] -> 
yl-k]): 


E fik]lgik-n] <-> F(d) G(3)=F(z)6(2) (73) 


în particular, autocorelaţia presupune finl=gin]. 
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Lad 
8. TRARSPORHATA SEMNALULUI MULTIPLICAT CU A 


a2x[n] <-> X(ad) =x(2) (74) 


9. TRARSFORMATELE DIFERENȚELOR + 


Diferenţele (de diferite ordine) ale unui semnal discret sunt 
semnale ataşate acestuia conform următoarelor definiţii: 
- prima diferenţă a semnalului f[n] este 
Afla] =£[n+1])-£ln] (75) 


Transformatele d şi z bilaterale ale semnalului diferenţă sunt: 
Z{Af[n]}=(z-1)F(z); d{Af[n]}=(d>-1)F(d) (76) 


iar transformatele unilaterale: 
Z{Af[n]}=(z-1)F(z)-zf[0]; (77) 
D(AFln] )= (d 1-1) F(d) -d"£l[0] 


Domeniile de convergenţă ale transformatelor semnalului diferenţă 
de ordinul întâi sunt cel puţin aceleaşi cu domeniile transformatelor 
semnalului iniţial. 

- diferenţa de ordinul doi a semnalului fin] este, prin definiţie, 
diferenţa primei diferenţe adică: 

A2f[n] =Af[n+1])-Afla] (78) 


- diferenţa de ordinul k este prima diferenţa a diferenţei de ordin 
(k-1): 
AF [n] =A*£f[n+1] -A*"£[n] (79) 


Transformatele bilaterale ale diferenţelor de ordinul k sunt 
ZiAfln))=(z-1)*(z2); D{Af[n]}=(d>-1)*F(d) (80) 


iar transformatele unilaterale: 

-1 

Z{Af[n]}=(z-1)*F (z) -z$ (z-1)*“"A*f; 
ar (81) 


D{åf[n]}=(d-1)*F(d) d > (an-A 
a0 


unde åtf, este diferența de ordinul i în n=0, iar A*fo=fl[0]. 
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10. TRANSFORMATA SUMEI 


Suma de la O la n din z[k] este convoluţia dintre x[n] gi semnalul 
treaptă unitate oln]. Cum transfo ta treptei este 1/(1-d)=z/(z-1), 
aşa cum se demonstrează mai jos, se obţine: 





n 


$ xIk) = x[0]ð [n] + (x[0] +x[1]) ð [n-1] +... <-> A AE 


Semnalul definit de suma până la n-1 are transformatele: 


n-i 


T ffin] <- dF d) -- F(z) (83 
& si 1-d 2-1 iza 


Remarcăm legătura dintre cele două moduri de definire a sumei: 


n-i za | n 
f[a] =A ($ flal); F(z)=(z-1) Sl -3.0 (84) 
= 2-A 


Inclusiv în transformată unilaterală, datorită limitei superioare 
egale cu n-1 a sumei, termenul care se înmulțegte cu z este nul. 
Observăm că operatorii de luare a diferenţei gi a sumei până la n-1 
sunt unul inversul celuilalt. 


11. TRANSFORMATA SEMNALELOR SEHIPERIODICE DE PERI OADĂ # 
(x[n]=x[n-M], n>H>0) 
xin] <-> X[0]+x[1] d+. ..x[M-1] a"? 





iae (85) 
=- Z“x[0] +z °x[1] +... zx[M-1] 
z™*-1 
X(d)-d”*x(d)=xt0].1+x[1] .d+...+x[M-1] . d (86) 


Remarcăa că transformata unui semnal seniperiodic este convoluţia 
dintre un semnal "generator" şi semnalul seniperiodic 


> ô [n-Mk] (87) 
aĝ 


ceea ce, în domeniul transformat corespunde produsului dintre 
transformata semnalului generator şi 1/(1-0*)=2*/(2*-1) (transformata 
treptei unitate cu pas M). 
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Mai observăm că, dacă semnalul "generator" este limitat în timp 
(n), polii traneformatei sale z sunt toţi în origine, iar polii 
transformatei z a semnalului semiperiodic sunt rădăcinile ecuaţiei 


=0; pe E Fso, iyesi MA (88) 


12. GEMHALELE PERIODICE sunt acele semnale care satisfac relaţia 


; Xa (n- iM) =x[n-M] (89) 


unde xn] este "semnalul generator" al semnalului periodic x[n]. 


x[n] = y xl 


w% 


n-iM) <-> X(d)=(, .. td titrda.. Xd 


e a AE-S i WE a 
fouss 


or periodice este o serie formală care 
ariabilei d {2). 

\ltă prin convoluţia dintre 
bire de semnalul semiperiodic, suma 
ul generator. în transformată d (z) 
ransformatelor celor două semnale, una 


ca serie formala. 


Transformata d | 
nu converge în nici 

Remarcăm că un 
semnalul 6, (n]=25[1 
se face de la =% 
aceasta ar reveni ] 
dintre aceste neexist 


















13. TEOREHELE VALO! INIȚIALE ŞI FIRALE 
a secvențe cauzale şi daci la transformate 
ie rezultă, evident, teorema valorii inițiale 


f [0] =F(%) (91) 


Li 


Acestea se 
unilaterale. D: 





Alte rezult 
=- Dacă F(z) ezis 
negativ, 


a 





limz”F(z)=A<% (92) 


atunci flm)=A gi 


- Dacă F(z) ezi n]->0 pentru n->%, 


pentru z->1 














A- 
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limf (x[n+1]-x[n]) z 2=lim$" Ax[an] z 2= 
z=1 2 z->1 m ; (93) 
=limZ{Ax[n] }=x[%]-x[0] 
zZz->1 
iar pe de altă parte, cum 
Axin] <-> (z-1)X(x)-zx10] (94) 
obținem: 
x [e] -x[0] (95) 
sau 
x [ce] =limf[n] 1)X(z) 
] EE LAM (96) 
Particularizând relaţiile de mai sus pentru sect de sume 
parţiale, obţinem 
$ [n] (97) 
Le 
deoarece 
n-1 Ay MER. 
$ x[k] <-> AZ (98) 
_ z-1 
14. PxonusuL, SECVERŢELOR  Arătăm că 
fin) gin] <-> ——6Flu) (2 2) G(u) u`™dd99) 
an] 4, 
unde T reprezintă o curbă direct 
trigonometric, plasată în i adică 


astfel încât în interiorul 
ale funcţiei F(u) iar în 
funcţiei G(z/u). Relaţia 3 de transformate este denumită 
convoluţia transformatelor. Rezultatul se demonstrează plecând de la 
definiţia transformatei z 


ERE 
toate 








zífin glin} -F £(u) $G(u) umtdulz "= 
ini ru 
T. s (100) 
la A j 12 
= 4 £ z(u) Y EA u *du 
2nJ ș damd Lu] 


Dacă domeniile de convergenţă ale celor două secvenţe satisfac 
relaţiile: 
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z,<juj<sR; za (101) 


prin înmulțirea celor două duble inegalităţi se obține că domeniul de 
convergență a transformatei produsului este: 
IIs |zZ|<R R (102) 








Integrarea se face pe un cerc aflat în intersecţia domeniilor: 
1 4 4 t 
<p<R, (103) 


N 
IN 


H 
n 
D 


în cazul secvențelor cauzale, R, şi R, sunt infinite şi raza 
cercului de convergență satisface automat condiția a doua. 


De regulă, integrala circulară se calculeazā folosind teorema 
reziduurilor care conduce la 


zífin glin) =F Rez———* (10%) 
=j U=uj u 


unde K este numărul de poli diferiţi u, (i=1,2,...,K) ai funcţiei 
F(u)/u. în cazul unui pol multiplu de ordin m avem 


f 
| 


P(u)a(2) | 
u 














ip E 
F(u)G(=) 
l ) , d7? (105) 
pog Sat u sy ORE i -| (= "m 
wet u (m-1) ! wu, du™ t| u 
iar în cazul unui pol simplu, 
F(u) G(2) _ SPRE: Re: 
Rez————— =3G(£) lim (u-u,) —— (106) 
u=u, u U u->u, u 
Particularizând relația 
= de Reza cepe ea RT 
© fin] gln] z *= aJi (u) G| 5u du (107) 
pentru cazul f[n]=g"[n] şi z=1, obținem formula lui Parseval: 
as z 
E ifin 1252 fi Flo) ido (108) 
d 2A 9 
x 


a cărei interpretare corespunde invarianței normei în domeniile n şi 
d (membrul drept al relaţiei lui Parseval reprezintă, ca şi membrul 
stâng, pătratul unei norme). Pentru semnalele din 1* şi 17. cercul 
unitate se află in interiorul domeniului de convergenţă a trans formatei 
2. 
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15. ÎL FEREAȚIEREA TRARSPORMATEI A A UNEI SECVENŢE 


Are loc relaţia 
dF (z) 


nf{n] <-> -z ră 


(109) 





Rezultatul se obţine prin derivarea în raport cu z a formulei de 
definiţie a transformatei 2. 


16. ÎNTEGRAREA TRAHSFORMATEI A A UNEI SECVENŢE 


Proprietatea se referă la transformata z unilaterală a secvenţelor 
care satisfac proprietatea f[0]=0. Dacă, în aceste condiţii, F(z) 
există pentru |z|>R, atunci există şi transformata z a secvenţei fln])/n 
şi, pentru |z|>R aver 


£in] <-> [PU au (110) 
n „u 


Rezultatul se obține prin integrarea de la z la infinit a celor doi 
membri ai relației de definiţie a transformatei Z, şi ţinând seama de 
faptul că valoarea integralei este independentă de drum. 


17. DheRrvAREA ÎN RAPORT CU UN PARAMETRU 
Fie o secvenţă f [n], dependentă de parametrul v şi definită pentru 
ve[a,b], a cărei transformată z, 2(f [n]} există în domeniul |z|>R. Se 
demonstrează că dacă seria 
a d,[n] 
i dv 
converge uniform pentru vela,b], atunci seria z(f,[n]) converge de 
asemenea uniform pentru v din [a,b] şi 


d (111) 





df,(u) dF(z,v) 
Soc să ae ea II E Pf Poad Adi pe 112 
T <-> a (112) 


18. ÎNTEGRAREA ÎN RAPORT CU UN PARAMETRU 


Dacă seria corespunzătoare transformatei z a secvenţei dependente 
de parametru f [n] converge uniform pentru vela,b], atunci există 
transformata z a integralei 


b 
f£in] dv (113) 
a 


şi are loc relația 
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b b 
f 

| £> [n] dv <->? [Elz wav (114) 
A a 


19. COMPORTAREA PE CERCUL UNITATE 

Variația modulului şi argumentului unei transformate Z pe cercul 
unitate are o mare importanţă în teoria semnalelor discrete. în cazul 
în care transformata Z se exprimă ca o fracţie raţională (raport de 
două polinoame în variabila z), de forma: 


Piz) adl (22 (115) 


modulul şi argumentul funcţiei F(e'*) se scriu ca funcţii de ù astfel: 


(116) 


(117) 


Când © parcurge cercul unitate, 
variațiile modulului şi argumentului au 
următoarele interpretările geometrice: i 
modulul funcţiei este proporţional cu 4 - Rez 
raportul dintre produsele distanțelor de : — sana: < 
la zerouri la punctul curent şi 
produsele distanțelor de la poli la ; 
punctul curent, a, de pe cerc pentru i hi 
ae(-n,n); argumentul funcției este egal 
cu suma argumentelor numărătorului minus 
suma argumentelor nunitorului. Pentru 
exemplul din figură aven: Fig.2.Poli şi zerouri 








|F(e3%) |- an. argF (e15) =a+B-y-0-e (118) 


a semnalului 6[n] este 


3,1 Transformate d (z) ale unor semnale remarcabile din C* 
z) 


transformata d | 








f 
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[n] <-> 1 (119) 


- transformata d (z) a semnalului treaptă unitate, o[n]=6[n]+6[n- 
1]+6[n-2]+... se obţine ca un caz particular al transformatei unui 
semnal semiperiodic cu M=1: 


j 1 

oin) <-> Z (120) 
expresia este valabilă pentru |d|=|z-*|<1. 

(observăm că (1+d+d2+...)(1-d)=1). 


- transformata d (z) a semnalului o0,ln]=oln]-(1/2)6(n] (treapta 
unitate având primul element egal cu 1/2: 
TE al 1 ita _ z+1 
aln) L JE = 121 
ain] 1-a 2 20-da) 2(2-1) CLRI 


Observăm că pentru z=eł%, 


ajin] <-> zeta (122) 


transformata d (z) a semnalului a”of[n]: 


2 3; 1 > F 
a"0 [n] <-> 1+ad+a2dâ+.,,=9 atdt=-— = —— (123) 
> 1-a - 


valabilă dacă |ad|=|a/z|<1. în aceleaşi condiţii, 
~ transformata d (z) a semnalului ol[n]-oln-k], k<N: 





k-1 ` 
f E Se : 
o [n] -0 [n-k] <-> 1+dtd?+,..+td®>= dia A 0 E = _(124) 
ad i-d: gi-zti 
- transformata d (z) a semnalului a”(o[n]-o[n-k]): 
k-1 1 a XR AI: 
a2(0 [n]-o[n-k]) <-> S a'di= 1-aldi. z-a (125) 





& 1-ad  zřaz™ 
transformata d (z) a semnalului semiperiodic 6,(n)=26(n-iR): 


= : 2K i zk (126 
ô (0) p? ô (n-iK) <-> 1+aqf+a2k+.. =F d= —— = — (128 
=Q 





1=0 1-gd* zi J 


relaţie valabilă pentru |d|=|z-2|<1. 
- transformata d (2) a semnalului: 


ar-a (32 n=0.M 4 zM pa 
Fin] =? 2=0,M,2M, ... z Bo ESS at N 
tnl 10 ns KM pp i-a! BEZERS (127) 


(transformata anterioară se încadrează ca un caz particular). 
- alte transformate (z): 
pita taai , zsinh (a) 
sirih (an) on) <-> sai See (128) 
z2-2zcosh(a) +1 





(razele de convergență corespund valorilor |z|> max (e",e”*) 
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z(2z-cosh (a)) 











cosh (an) 9 [n] <-> 129 

lana tai z2-2zcosh (a) +1 ( ) 

sin(an)oln] <-> zsin(A) (130) 
z2-2z2zcos(a) +1 

cos(an)aln] <-> —Z(z-cos(a))_ (131) 
z2-2zcos(a) +1 

sin(an+b)o ln] <-> z (zsin (b) +sin (a-b) ) (132) 


z2-2zcos(a) +1 


(domeniile de convergenţă pentru ultimele trei transformate sunt în 
afara cercului de rază unitate). 
- Transformata z unilaterală a semnalului a"**o(n+k] (transformata 
unui semnal deplasat la stânga) este 
EA ; k_ak 
gă_Z_-zE(1+alz-i+...+aklz-ki)azgk_Z__Z(Z a) (133) 
z-a k-a z-a 
Remarcăm termenii suplimentari specifici transformatelor 
unilaterale ale secvențelor deplasate la stânga care apar pentru a 


anihila elementele care apar prin deplasare la valori negative ale lui 
n. 


3.2 Semnale cauzale, legătura cu transformata Hilbert 
circularà 


Vom prezenta în continuare restricția impusă transformatei 7 pe cercul 
unitate de caracterul cauzal al unui semnal discret. (Este natural ca 
o restricţie din domeniul n să se manifeste cumva gi în domeniul 
transformat. ) 

Considerăm un semnal cauzal x[n]. Semnalul este invariant la 
înmulţirea cu treapta unitate ofn]: 


x[n] o [n] =x(n] (o, [n] +28 [n]) =x[n] (134) 
Cum produsului din domeniul n îi corespunde convoluția specifică 
transformatei Z: 
1 z, du 
sy cN YS Mei 
x[n] yin] <-> zji (u) (2) a (135) 


unde conturul T este un cerc de rază p astfel adoptat încât să 
satisfacă relația: 








SAWNALE, CIRCUITE SI SISTEME 21-33 SPATIUL DB SEMRALE C? 


iZi (136) 





r <p* 

SP T, 

unde r, şi r, sunt razele de convergenţă ale transformatelor X(z) şi 
T(2). 

Relaţia (134) devine, în tranformată z 
Zz 

1 — 1 

Za) zl ez A e ia (137) 

a zJ 2 (21) 


Dorim să particularizăn relaţia de mai sus în cazul în care 
variabila z se află pe cercul unitate. Acesta trebuie modificat aga cum 
se sugerează în Fig.3 pentru a satisface condiţiile cerute conturului 
de integrare. Presupunem că raza de convergenţă a transformatei X(z) 
este subunitară. Cum raza de convergenţă a transformâtei z a semnalului 
treptă modificată o, este mai mare ca unitatea iar |z|=1, rezultă că, 
pentru a îndeplini condiţia impusă conturului de integrare pentru 
transformata produsului, este necesar ca punctul z să fie ocolit aga 
cum se indică în figură. Se pot scrie relaţiile: 

% 
Mm | 0100 1 ab 
Xe”) 2%] „2(0700%-1) s379 d 
E Ei +B (138) 
tlin | ZI 2) (eh+eP+aef) aje" dq+1x[0] 
RJ a->0 2 
-349 





e”) (e 
2 [e - (e +ae11)] ef+aeh 


X (e2?) (139) 


Egalând părțile reale şi imaginare din ultima relație, obținem 
următoarele rezultate: 


x 
Re[X(e%) ] =Re (x [0] ) +— f mixet] ctg- db (140) 





Relațiile obţinute arată că, pentru un semnal discret cauzal, 
părțile real: şi imaginare ale transformatei sale Fourier nu sunt 
independente; ele formează o pereche Hilbert circulară. 














































A 
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în concluzie, ca tea în t 

Hilbert (circulară) în rentă î 


transformatelor. 


4. METODE DE INVERSIUNE PENTRU 
TRANSFORMATA Z (DETERMINAREA 
ORIGINALULUI) 

Ne referim la posibilități 
determinare a semnalului 


cunoscând transformata Z, 
domeniul de convergență al a 












1. DETERTAAREA ORIGIHALULUI PRIN 


INSPECTIE 


Metoda se aplică în cazuri 
transformata Z este prec 
serie cu un număr finit de t 
astfel de cazuri  convergenţ 
asigurată pentru orice z finit 
de zero, variabila 
interpretată ca variabilă 

De exemplu, original 
discret fln]=6[n+2 




















Fig.3. Contur de integrare 





Dă ÎrERMIRAREA ORIGINAI I PRIN DEZVOLTARE ÎN SERIE în cazurile 


în care transformatele prin expresii algebrice 
reprezentând sumele seriilor < punzătoare definiţiei transfornatei 
2, trebuie cunoscute şi > de convergenţă. 

Pentru secvenţe c ectiv pentru transformate z 
unilaterale, se cunoaşte de convergenţă este exteriorul 
cercului cu centrul în origine conţine toţi polii funcţiei de 
variabila complexă z. 

Pentru secvențe  anticauzale, iomeniul de convergență este 
interiorul cercului cu centru în origine în care nu se află nici un pol 
al funcției F(z). 














în continuare ne vom referi exclusiv la determinarea inversei 
transfornatei Z a unei secvenţe cauzale respectiv la transformata Z 
unilaterală, pentru care domeniul de convergență este erteriorul 
cercului cu centrul în origine care înconjoară toți polii funcției 
F(z). 





de 


de 
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3. DETERHIRAREA ORIGIRALULUI UTILIZAND ză TETEGRALĂ Metoda se 
bazează pe următorul rezultat din teoria funcţiilor de variabilă 
complexă: 





Dacă funcția F(z) este regulată în domeniul |z|>R, atunci există 
o secvență unică f[n] 1 care <-> F gi anume: 


) 





(142) 


Conturul de integrare T corespunde cercului z=pe'% unde p>R şi 
0e[0,21]. 


în particular, dacă cercul unitate se 
de convergenţă a transformatei Z, formula 





fln] = A i F(e'%)91/*"duy (143) 


fín] <-> F(e**). 
evaluarea integralei 
cţiei F(z) sunt dați 
pot eali sau complecgi (în perechi 
eficienții polinoamelor P(z) şi Q(z) 
rilor integralei care furnizează 





(da*“=je““du) şi corespunde pere 
în cazul funcţiilor raționale 
se face pe baza teoremei 
de rădăcinile ecuaţiei Q(z): 
complex conjugate atât timp cât c 
sunt reali). Aplicând teorema rezidu 
transformata inversă obținem 






















(144) 





unde K este nunărul polilo ai funcţiei F(z)z™-* care se află 
în interiorul cercului de 
Reziduurile în poli 


calculează cu expresia: 


rdin de mnultiplicitate m>l se 





RezF(2) z2-i= lim | (z-2,)"F(2) 221] (145) 


s-a, (m-1) ! a 





care, folosind regula lui Leibniz de calcul a derivatei de ordin ml, 
devine: 





m f = 
n -3 1 ~i- n-A 0", n r> s 

RezF (z) z” tey. a Cr; 24 (2-2,)"F(2) (146) 

s=; zii \M-I} iz lea, 


şi, pentru un pol simplu (a=1) are forma 



















f 
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RezF (z) z”1=limF(z) zn1= 


P(z;) 3 7) 
Dra Deagu DR] (AI) 
zag, z->2, Q' (z,) dz 


zZ; 


4. Dererumarea ORIGIRALULUI UTILIZÂND TABELE DE CORESPONDENȚĂ 
Metoda se bazează pe cunoaşterea unor perechi z remarcabile cum ar 


Fi; 


Z 
2- 


td] 


(148) 


a2o[n] <-> —2-; naniol[an] <-> —2—. 
z-a (z-a) 


şi constă în utilizarea dezvoltării în fracții simple a funcţiei F(z) 
pentru a pune în evidenţă astfel de termeni. Acest lucru se realizează 
prin dezvoltarea în fracţii simple a funcţiei F(z)/z şi înmulţirea apoi 
a ambilor membri cu variabila z. Dacă gradul numărătorului este mai 
gare decât gradul nunmitorului, prin împărţire se obţin puteri ale lui 
z cărora le corespund originale de forma 6(n+m]. 


Bee Determinăm originalul transformatei F(z) 


4 z(z-1) 
F(a) n 3 
(z) (z+1) (z-0.5) Sici 


Avem următoarea dezvoltare în fracții simple: 
F(2) - (z-1) 54733143 ; F(z)=4 Z 
(2-0.5) z+1 z-0.5 








deci 


fin =$ (-1)20 [n] -4 (0.5)20 (n) (151) 


5. Derenuraa REA ORIGINALULUI UTILIZÂND DERIVAREA Dacă F(z) este 
regulată în domeniul |z|>R, există o secvenţă unică ffn] (n20) 
astfel încât f[n] <-> F(z): 
A II ii 
| Id P(A) |n neo (152) 
| n<o 
Recunoagtem formulele corespunzătoare dezvoltării în serie Taylor 
în raport cu variabila z-2. 


Ezer Dezvoltarea: 


Pi : Sg 
F(z) =sinl=z += 
Z 3! 


3 


z +1 z Sa (153) 
51 








r 
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este valabilă pentru orice z astfel încât |z|>0. Rezultă 


0 n=2m 


ļ]= A (n-1)/2 = ndg (154) 
fin] |- 1) 5 sete m=0,1,2, 
n! 


6. DETERMIRAREA ORIGIMALULUI PRIN ÎMPĂRŢIREA POLIHOAMELOR | urona 


INVERSĂRII NUMERICE | Aplicarea metodei anterioare are avantajul că nu 


necesită cunoaşterea polilor funcţiei F(z) deci nu este necesară 
determinarea rădăcinilor polinomului de la numitor. Pe de altă parte, 
metoda necesită calcularea derivatelor de ordin superior ale funcţiei 
F(1/u) ceea ce constituie un dezavantaj. 
Prezentăm în continuare o metodă algebrică bazată pe o formulă de 
recurenţă care utilizează direct coeficienţii funcţiei raţionale F(z). 
Considerăm transformata z: 


„P(2) _ AoZPtaz” +... tâma Ztâa 
Q(z)  zn+b,zei+...+bauZtba 
Dacă împărţim numărătorul la numitor începând cu puterile cele mai 
mari ale variabilei z, obţinem o serie în puterile z--. Datorită 


unicităţii transformatei z, coeficienţii seriei sunt identici cu 
termenii secvenţei original. Se arată imediat că 





(155) 


Flol=a; Fl1l=(a-ab,) +: „£la] a72 Dif; 56) 
=1 


ultima relație reprezentând formula de recurenţă corespunzătoare 
metodei. 


OaservaTIe în cazul în care interesează numai termenii fln) 


corespunzători valorilor pare ale argumentului n (decimare), 
definim semnalul 


fn] n=2k 
= ct E DP VIE (157) 
hin] í îi peake 8) 
pentru care se pot scrie relaţiile: 
hin) =} (£ln] +(-1)2£f(n]; n=0,1,2,... <-> 
2 
1 (158) 
<->H(z) => [F (z) +F(-z)] 


bazate pe proprietatea transformatei produsului dintre două 
secvențe dintre care una exponențială. Procedeul poate fi aplicat 
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în mod repetat pentru a obţine valori ale secvenţei originale 
pentru n=4k ş.a.n.d. 


5. REZUMAT 


Spaţiul de semnale C? conţine semnalele discrete unidimensionale 
reprezentate prin şiruri de numere complexe. în interiorul spaţiului 
C" se pot pune în evidenţă o serie de subspaţii Hilbert remarcabile cum 
ar fi C*, 12 gi 12 pentru care produsul scalar generează metrica şi 
norma. Semnalelor din C7 li se pot ataşa serii sau polinoame în 
variabilele d, z sau e" (D=z”2). Transformatele corespunzătoare (d, 
z respectiv Fourier) sunt utile datorită corespondenţelor dintre 
operatorii care acţionează în domeniul "timp" şi cei din domeniul 
transformat. 

între altele, corespondența dintre convoluție şi înmulţirea 
transformatelor d, z sau Fourier este fundamentală. Manevrarea 
secvențelor infinite corespunde în domeniul transformat cu manevrarea 
seriilor. în anumite condiţii impuse domeniului în care pot lua valori 
variabilele d sau z, seriile sunt convergente şi se poate lucra cu 
sumele acestora (care corespund, în general, unor rapoarte de polinoame 
de grade finite. 

Acțiunea operatorilor liniari pe C7 este de asemenea legată de 
conceptul de produs intern, care, în anumite condiții, poate lua valori 
infinite. Sunt prezentate o serie de proprietăți ale transformatelor 
introduse, metodele de determinare a originalului precum şi 
transformatele unor semnale remarcabile. De asemenea, este discutată 
transfor a Kilbert circulară aplicată semnalelor discrete "cauzale", 
arătându-se că proprietatea de cauzalitate se reflectă în domeniul 
transformat prin dependența (Hilbert circulară) a părților reale gi 
imaginare ale transformatelor. 








Gai 
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1. SPAȚIUL I? 


1.1 Definiție, structură 


în spaţiul de semnale C* se poate pune în evidență încă un spaţiu 
Hilbert remarcabil pe care îl vom denumi ÍF., Elementele spaţiului 12 
sunt vectori de forma: 


x(n]=[...,x(-1],x(0],x(1],...1]7 x[i]ec i eg (1) 


care satisfac relaţia: 


: d sa 12 
Linz dp bela Pee tan 
Observăm asemănarea relației (2) cu definiţia energiei în 12. Din 
punctul de vedere al acelei definiţii, semnalele din spaţiul I7 sunt 
"de energie infinită" gi, dacă interpretăm numărul 28+1 drept timp, 
semnalele din 12 pot fi denumite semnale discrete de putere medie 
finită (puterea aste egală cu energia împărţită la timp). Desigur, 
noţiunile de putere şi energie în domeniul semnalelor discrete nu au 
semnificaţie fizică, dar se comportă analog cu mărimile care au o 
astfel de semnificaţie. 





































n nici 
tante, 
ă 


de exemplu semn nale le cons 
re înmulţite cu semnalul treaptă unitate depla; 


aphal e aleatoare etc. 


Operațiile a air şi externă sunt, desigur, cele corespunzătoare 
spaţiului C7., Deşi este subspaţiu al spaţiului C7, baza spaţiului 12 





este aceeaşi cu cea a spaţiului C7. Observăm că difere ența este legată 
de restricţia impusă sumei pătratelor modulelor elementelor semnalelor. 
ele ide ele d şi z se pot defini la fel ca în C7 însă 
majoritatea semnalele de interes nu au astfel de ing tarnata Remarcăm 
totuşi că semnalele treaptă, ca şi semnalele periodice multiplicate cu 
n 


treapta unitate 


l 
I? gi au ran at. z (şi d) aşa cum 
am arătat în c: r 





ÎN I7  (Sub)spaţiul I? este spațiu Hilbert în 
1 scalar definit prin 








care generează 


norma: 


(4) 








] lrasy 4x Ta] -y [n] ; x[n] -y [n] > y= 
xini i yin tpe -<y Tal, xlo] Fy 











a 





y [a] > ga 


© bla] [+ 1im— = S |y[n] ?-2Re<x([n] 





iin definiţia spațiului I7 este impusă 





Remarcăm că restricții 
(pătratului) normei. 


3. Samare DIS 





SPATIULUI I? Semalele care nu aparțin 

spațiului I1? it semnalele care tind lent la zero cînd n -> +% sau 
care tind la infinit; de exemplu x[n “2, X[n]=an etc, Produsul 
scalar este, aga cum am mai precizat, o funcțională Beene S 
definită pe I7. Sunt situaţii când, utilizând formula produsului scalar 
din 12 se obțin valori finite chiar 











unul dintre semnalele 
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pentru n<0) 
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pentru n>0) 
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situaţiile de mai 
la infinit şi 
şut 
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5 Hon A Mărin 


se numeste medie 

şi este o funcţiona 
rezultă 
media 
scalar a două sem 








altul conjugat. D 


se poate vorbi 





O clasă 
medie temp 





exemplu, că semnalul 


nulă în ti mp ce x[n+tk } taa 
evita astfel de situaţi 
relația: 


A(x[n])=1 


Cu o astfel de definit m 





Pentru fixarea i ia de 
timp; desigur, n poz 
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Proprietăți: 


- Dacă A(z[{n]} există conform definiţiei (8), atunci există şi 
conform definiției (3) şi cele două valori coincid. 

- Dacă A(x(n]) există conform definiţiei (8), atunci există şi 
A(x(n+k]), oricare ar fi k, gi cele două valori coincid (demonstrați). 
Prin urmare, dacă ne referim numai la semnale pentru care 


A(x[n])=A(x[n+k]) Ykez (8) 


formulele (3) şi (8) dau acelaşi rezultat şi, evident, este preferabilă 
formula (3). 


6. Observarre în cele ce urmează, vom presupune că este îndeplinită 
condiţia (9). Astfel, definirea mediei se va face cu formula (8), 
care asigură condiția (9), iar calculele cu formula (3). 


7. Mebra ca smmaL | conponzsTa cowrrmuă ) în cazul semnalelor x[n] 
pentru care media este independentă de originea timpului, se poate 
considera că semnalul este suma dintre un semnal constant (componenta 
continuă a lui x[n]), m„[n]=m„, egal cu media semnalului x[n] şi un alt 
semnal, x [n], având media nulă, care reține celelalte proprietăți ale 

lui x[n]: 
x[n] =m, [n] +x, [z] z (9) 


Desigur, semnalele constante fac parte din spațiul 12. Observăm că, în 
cazul semnalelor complexe, media poate fi, de asemenea, un semnal 
complex. Modulul mediei unui semnal se va nota cu u„, iar valoarea 
mediei la pătrat este "puterea componentei continue". 


2.  CORELAȚIA SI CONVOLUȚIA IN I? 


Consideraţiile care urmează se referă la anumiți operatori 
particulari definiți pe 12. se pot stabili, prin analogie cu cele 
expuse în capitolele anterioare, forma diverselor matrice infinit 
dimensionale care corespund diferiților operatori (deplasare, 
inversare etc.). 

Prezentăm principial, prin relația (10), imaginea acțiunii unui 
operator asupra unui semnal din I?, cu precizarea că este necesar ca 
toate produsele scalare implicate să existe: este posibil ca rezultatul 
acţiunii operatorilor să nu fie definit. 

Pe de altă parte, este posibil ca semnalul rezultat să facă parte 
chiar din 12! 


hai 


[PI a ON. E a N 


At 
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a l-1] alo] en] 
yin] =A(x[n]) Lina „.. a9[-2] al0] a[21] 
a,[-1) a [0] a [1] 


4 NXN (10) 
x(-1] <a, [n] x[n] > pa 
zio = | <a, [n], x[n] > r 
Xil 


<a, [n] x[n] > n 


be . J yx 


f OBSERVAȚIE 12 este subspaţiu în 12; norma (în 12) a semnalelor 
din 12 este nulă. 


în continuare, discutăm cele mai importante operaţii din I7: 
convoluţia şi corelaţia. şi aceste concepte pot fi privite prin 
analogie cu cele prezentate în cadrul altor spaţii de semnale discrete. 
operaţiile sunt legate de produsul scalar, deplasarea în timp şi, în 
cazul convoluţiei, inversarea secvenţelor. 


2. COREI.AȚIA Fie x[n] şi y[n] două semnale din I7. Prin definiţie 
(inter)corelaţia dintre x[n] şi vln] este 


Toy ln] =<x[k] , y [k+n] > =A(x* [k] y[k+n] ) = 


9 E] 
=lim—— ȘI x'[k]ylk+n]+lim iz a Ul y Lea) = 
+1 M Na kai 


N~) 2N, + ks, ->a Ó 





(11) 
N 


TRE i 
oI 2" lal yten] 


Pe baza proprietăților produsului scalar, rezultă că funcția de 
intercorelație a două semnale satisface relația: 


rln] =F l-n] (12) 


în particular, funcția de autocorelaţie a unui semnal x[n] din I7 
este 






















PATIUL DE SBHNALE |? 


)=A(|z(n]|2). Prima 

t ilizând inegalitatea 
t g y trăm a doua parte a 
‘irz. Avem 


(14) 


|x [k+] |* 


iusul scalar a 





ne gândim 

ete periodice care 

deplasat cu un număr 

) şi pe de altă 

part timp pentru care 
a) [ € ; pl zibi ;ă fie din ce 

m Poate tinde la 

va area medie nu este 
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[+7] 
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e ÅUTOCOVARIANTA Prin definiţie, covarianţa k„.a unui semnal x[n] 
este corelația componentelor variabile din semnalul x[n]. Dacă 
semnalul x[n] se scrie 





x[n] =m+x la] (18) 


atunci funcţia de covarianţă este 








=<x | = (13) 

Am ţinut seama de faptul că media lui x[n] este a i vedia 
semnalului deplasat. în final 

kN (20) 








ilă a 
autocorelaţiei. Remarcăn că, pentru semnale care satisfac condiţia Kw» 
>0, limita funcţiei de autocorelaţie, când n tinde la infinit este 


varia 


Semnalul de  covarianţă reţine deci numai part 





|m„|2=p,2. Evident, 
ka [2] =kyz[-n] (21) 
în particular 
Ka LO) =Z l0] +u (22) 
sau, cu alte notații, 
oii’ px 23) 
(o. 'valoarea efectivă" sau varianta fluctuaţiilor semnalului x[n] 
iar i„„[0] este "puterea" acestor fluctuații). Avem deci, 
ri2=0g2+y2 (24) 
ixit =0xtpz es] 
expresie care este "teorema lui Pitagora" aplicată celor două 





componente (ortogonale) ale semnalului x[n]: componenta variabilă şi 
cea constantă. Cele două componente sunt ortogonale în raport cu 
produsul scalar din I”. tit cadăvăi 
1 id 
<x, [n] ; m. [n] ?}=Lim—=— d xo [n] m= m lim x, [n] =0 (25) 
9 r Ne 2N+1 4g ° S 


Prin urmere, "puterea" semnalului total este suma dintre "puterea" 
valorii medii gi "puterea" fluctuaţiilor. 
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L] 


+ 
4. Somar REDUS CEWTRAT Prin definiție, semnalul redus centrat 
ataşat unui semnal din 12 este 
x[n] -m 


A G e i x (26) 


Semnalul redus centrat este în esență partea fluctuantă a lui x[n] 
normalizată: norma ("puterea") semnalulul redus centrat este unitatea. 
5, ÎNTERCOVARIARȚA Prin definiţie autocovarianţa a două semnale x[n] 

şi y[n] este intercorelaţia comonentelor variabile ale lui x[n] şi 


nl 


yin] 
Kay SXLK] -m y[k+n] m = |N] by 


Prin normalizarea funcţiei de intercovarianţă se obţine semnalul 
I AEEA E s Y 


care este o "măsură" normalizată a asemănării dintre pārțile variabile 


deplasate cu diferite valori ale celor două semnale. 


` aş 
6. ConvoLUTIA Convoluția a două semnale din i? este corelația 
dintre un semnal şi celălalt inversat: 


x[n] *y [n] =<x[k] , y [n-k] >- (29) 








di OBSERVAȚIE în cazul alelor complexe, corelaţia şi convoluţia 
implică conjugarea primului semnal, conform definiţiei de bază a 
produsului scalar. Există şi definiţii conform cărora semnalele nu 
se conjugă. Desigur în cazul semnalelor reale conjugarea nu 
schimbă nimic. în ceea ce ne priveşte, suntem partizanii utilizării 


formalismului unitar al spaţiului Hilbert. Deosebirile între cele 
două tipuri de definiţii pot fi luate foarte uşor în considerare. 


2.1 Semnale periodice 


Semnalele periodice? de perioadă fixată, N, formează un subspaţiu 


al spaţiului 12 pe care convenim să-l notăm cu 1,2. Desigur, 
semnificaţia lui N este de număr natural fixat. Vom constata în 


2 Precizăm şi aici că trebuie făcută distincţie între semnalele 


L 
f 


(semnale periodice înmulţitu cu 





periodice semiperiodice 








semnalul treaptă unitate). 
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continuare că există o legătură strânsă cu spațiul de semnale C™, 
prezentat anterior. Observăm că semnalele constante fac parte din toate 
subspațiile de semnale periodice deoarece un semnal constant poate fi 
considerat periodic cu orice perioadă. 
1. PARTICULARITĂȚI ALE PRODUSULUI SCALAR ÎN SUBSPAȚIUL w în mod 
evident, semnalele din spațiul 1,2 au media constantă (componenta 
continuă) independent de poziția semnalului în raport cu originea. 
Proprietatea fundamentală a acestor semnale este legată de forma 
simplificată în care se poate scrie produsul scalar datorită 
caracterului periodic. Rescriem formula produsului scalar din 12 cuo 
notație modificată datorită noii mesi cat pe care o dăm literei N: 


ln], y= 30 
<x[n],y[n]? şa TE [n] y [n] (30) 


Făcând substituţia M=kN, relaţia (30) se poate scrie: 
M 


<x[n] 1Y [n] S f lims pt, [n] y [n] 
“ (31) 
f 1 k N-11 2 
Lin ZRNI E (1y tn 
sau 
N-1 
2k+1 ‘T, TAT, "E 
<x[n] ya] > y= lim- TA” [n] y [n] ai 


15 x" In) yla] =i «x n] „yla] > 


N â2$ 


Acest rezultat atestă legătura profundă dintre spaţiul 1, şi 
spaţiul C™: produsele scalare în cele două spaţii sunt identice până 
la constanta 1/N. Se poate vorbi de un izomorfism între cele două 
spaţii: oricărui semnal dintr-un spaţiu îi corespunde biunivoc un 
semnal din celălalt. Cu alte cuvinte, semnalele din C™ sun amnale 
generatoare (prin repetare cu perioadă N) pentru semnalele din Ja” 

Este evident că, din considerente asemănătoare, norma şi metrica 
în spaţiul 1,2 au aceleaşi expresii ca în spațiul c (până la o 
constantă) respectiv: 


N-1 
l E GEEAE EREN IC ETP LA Sa Fef a? lZ 1 sora (33) 
ixin ip Caini, yin? r N K ixin | ge for 


şi 





SENNALR, CIRCUITE SI SISTEME 22-1 1 SPATIUL DE SEMNALE 1? 


x[n] =a}:  yln]=beJP (37) 


Calculăm funcţia de autocorelaţie a celor două semnale funcţie 
care, în particular, pentru n=0 este egală cu produsul scalar al celor 
două semnale: 


N 
Se E 34 1 > * aka jô (+a) = 
Toy [n] =<x[k] , y[k+n] lia a e `jskbel? = FER 


N 
=a* JBa i Sei A 3(B-a)k= a *beJbn =g +2p%ă 5 
a'be lim Ta PR, f „a+2pn PE? 


constatăm că funcţia de autocorelaţie a două semnale exponenţiale 
omplexe îşi conservă forma în cazul în care exponenţii diferă printr- 
1 multiplu de 2nj şi este nulă în caz contrar. în particular, dacă în 

relaţia (38) punem n=0, obţinem că familia de semnale: 
(e; QER} (39) 


formează un set ortonormat în spaţiul 12, 


a EI A d Ww [] (] Y 
2.3 Semnale discrete cu infaşuratoare periodica 

Semnalele discrete având înfăşurătoare periodică nu sunt în mod 
necesar pericdice cu aceeaşi perioadă cu înfăşurătoarea. Ele pot fi 
periodice cu perioadă multiplu al perioadei înfăgurătorii sau, în cazul 
în care perioada de eşantionare este incomensurabilă cu perioada 
înfăşurătorii, neperiodice. 

în cazul în care perioada semnalelor analogice prin eşantionarea 
cărora se obţin semnalele discrete cu înfăşurătoare periodică este 
multiplu al perioadei de eşantionare, semnalele discrete obținute vor 
fi periodice cu aceeaşi perioadă cu cea a înfăşurătorii. 

Astfel de semnale se obţin prin eşantionarea unor semnale periodice 
analogice a căror dezvoltare în serie Fourier este de forma 


x(£)=9 ae? (40) 


Prin eşantionare, la momentele t=nT, conform formulei z[n]=Tx(nT) 
se obţine un semnal discret de forma (36). 
Considerăm două semnale periodice x[n] şi vin]: 


x[n] =f ae; ylin] =f be? (41) 


Calculând funcția de autocorelaţie a celor două semnale obținem 
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= Jnp - = 
rin JS aibe" mp-1a=2pn pez (42) 


e ară 
| 0 mp -1a +2pn 


Funcția de autocorelaţie se mai poate scrie 


N œ za i 
apă £ * a -jiak jm (atk) |= 
Yzy [n] lim 2 [È aie 2 bao? 


ais K=-N (43) 


N 
A 1 a 3 
lim jm (n+k) -jlak 
PA ÎI Linia PA a1bae 
sau 


a ; j(la+2pr)n -]g=2 
EP Da D= aibs; agre mp - 10 =2pn nea GÒ 
xy t .- o pa-w Pi 


0 mp -1la+2pn 


Observăm că, pentru n=0, relaţia (44) furnizează condiţia de 
ortogonalitate a celor două semnale. 


2.4 Transformatele z şi Fourier ale funcțiilor de auto- şi 
inter- covarianță 


în anumite condiţii funcţiile de auto- şi inter- covarianţă pot fi 
semnale care să admită transformate d respectiv z cel puţin în anumite 
domenii ale planului complex. Funcţiile corespunzătoare de auto- şi 
inter- corelaţie nu pot avea transformate z decât în cazul valorilor 
medii nule căci altfel ele sunt diferite de zero pe toată axa, deci nu 
admit transformate d sau z. în cele ce urmează ne vom referi numai la 
transformata z şi la cazul particular al transformatei Fourier. 

Conform definiţiei, transformata z a funcţiei de autocovarianţă Kw 
a unui semnal x[n] este 


Katz) => Kula) z2 (45) 


Formula de inversiune se scrie 


e. 1 w r ~ 
k [n] =a K (2) z"dz (46) 


uncţiile de inter- şi auto- covarianţă şi corelaţie satisfac relațiile 
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Tain =r l-n]; Zy N l=Lyal-a] ; (47) 
keln] =kxxl-n]; Kay] =kjx[-n] i 


Corespunzător, transformatele z ale funcțiilor de auto- şi inter- 
covarianță satisfac 





) (48) 





Din aceste relații rezultă că domeniul de convergență al 
transformatelor z se află în interiorul coroanei circulare delimitată 
de cercurile R_ şi R,=1/R_. în particular, atunci când cercul unitate 
se află în interiorul domeniului de convergență al transformatei z 
integrarea se poate face pe cerc, caz care corespunde transformatei 
Fourier: 

1 


Ka (979) =F Kalno <-> keln) = 


(49) 


j DL 
Ka [07] 97% do 


aa 


K_„ se numeşte densitate spectrală de putere a semnalului discret xin). 


xx 


Rezultă că 


Li 
oike [0] =} pa do (50) 


în mod asemănător se defineşte densitatea spectrală a puterii de 
interacţiune: 


Kyle) $ kyy [n] e7397 (51) 
rezultând: 
1 f 1 r 
Kon => [ale olada; kyl0ls [ka(efe)de (52) 
A A 


1. Observate Densităţile spectrale de putere definite mai sus sunt 
legate de funcțiile de inter- şi auto- covarianță pentru care 
există transformate Z şi Fourier. în cazul semnalelor discrete cu 
valoare medie nenulă, funcţiile de inter- gi auto- corelaţie nu au 
transformate Z şi deci nici Fourier datorită faptului că semnalele 
constante corespunzătoare valorilor medii nu sunt transformabile. 
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2. ÎIGOMOT ALB Prin definiţie, semnalul sin] având media nulă gi 

funcţia de autocorelaţie proporţională cu 6(n], k„„[n]=0,„26[n] se 
numeşte zgomot alb (factorul de proporţionalitate este varianţa o? 
Căci kaal0]=0.7). Densitatea spectrală de putere a zgomotului alb este 


K__(e1*)=o 2. 


3; ÎgTERPRETĂRI ALE FURCȚIILOR DE AUTO” ŞI INTER” CORELAȚIE ŞI 

COVARIANŢĂ Semnalele rezultate în urma calculului auto- şi inter- 
corelaţiei şi covarianţei reprezintă o măsură a asemănării unuia dintre 
ele cu replicile deplasate ale celuilalt, luând sau nu în considerare 
valorile medii. Afirmația este valabilă şi în cazul convoluţiei, aici 
fiind însă vorba de asemănarea cu replicile inversate şi deplasate. O 
funcţie de corelaţie care scade lent la zero când n tinde la plus sau 


la minus infinit indică o asemănare mare a semnalelor deplasate, deci 
un caracter relativ lent de variaţie a acestora; o scădere rapidă 


indică variaţii rapide a semnalelor deoarece replicile deplasate 
seamănă puţin (produsul scalar tinde la zero). în sfârşit, caracterul 
periodic al funcţiei de corelaţie indică periodicitate cu aceeaşi 
perioadă a semnalelor care se compară. Tinând seama de interpretările 
funcţiei de corelaţie, este de aşteptat ca transformatele Fourier (caz 
particular de transformată z) să pună în evidenţă aspecte legate de 


viteza de variaţie a semnalelor din Í>. 









luţia şi corelaţia unor semnale din C” utilizând 
ule pentru spațiul 1” 


Există situaţii când semnale din spaţiul C7 pot fi prelucrate prin 
convoluţie şi/sau corelaţie folosind formulele produsului scalar 
valabile în spaţiul 17, rezultatul fiind un semnal din 12. O aplicaţie 
remarcabilă a acestui tip de prelucrări se referă la trecerea 
semnalelor din C7 prin sisteme discrete liniare invariante în timp. 
Astfel de sisteme pot fi descrise prin funcţia pondere h[n], răspunsul 
la un semnal de intrare e[n] fiind convoluţia dintre funcţia pondere 
şi excitație 








yin) =F e[k]h[n-k] (53) 


op 


convoluția fiind definită în sensul spațiului 12. 

în cele ce urmează vom analiza relaţiile care există între 
funcțiile şi parametrii care caracterizează semnalul de intrare (din 
c7) şi funcțiile şi parametrii care caracterizează semnalul de iegirae 
(de asemenea din C2) 
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fin =f h(m) h(n+m] =h[n] *h[-n] (60) 


ma -w 


(simbolul * reprezintă convoluția corespunzătoare produsului scalar din 


12%), 
în particular, covarianţa răspunsului este legată de covarianţă 


intrării prin relaţia: 


ky ln] =k n] *A [n] (61) 
Conform proprietăţilor transformatei z, 
Alz) =H(z)H(>) (62) 
avem: 
K (z) =ĒË(2) Koe(Z) (63) 
respectiv, în transformată Fourier, 
Ky (01) =A(63%) Ka, (e) =|H(e% PK (e7%) (64) 
în particular: 
i 
oș=— f Inte) | Koe (e7%) do (65) 
x 


Se demonstrează ugor şi formula intercorelaţiei dintre semnalul de 
ieşire şi cel de intrare: 


Lya] =F nik! Tes ln-k] =h[n] *r „e [n] (66) 


» 


(convoluţia este luată în sensul spaţiului 12). în transformată zZ 
respectiv Fourier, relaţia devine (se consideră numai funcţiile de 
covarianţă căci cele de corelaţie nu admit transformate dacă valorile 
medii sunt nenule): 


Kay (Z) =H(2) Kool) Koy (07) =K(0®) Ka (81°) (67) 


3. TRECEREA ZGOMOTULUI ALB PRIN SISTEME DISCRETE Particularizând 
relaţia (61) şi transformatele sale Z şi Fourier avem, în cazul 
semnalelor de intrare de tip zgomot alb, relațiile: 
k [n] =f ln] +k, [n] =02f [n] 


Yy sa! 


respectiv 








SEMNALE, CIRCUITE SI SISTRHE 22-17 SPATIUL DE SENHALE 12 


K (61°) =|u(e%) |303; 


Prin urmare, aplicând la intrare zgomot alb gi determinând funcția 
de autocorelație a ieşirii se poate calcula pătratul funcției de 
transfer pe cercul unitate. 

Funcția de transfer şi funcția pondere pot fi calculate utilizând 
relaţia: 


k. (e1?) =H(e7J0) a2 


sy 
obținută prin particularizarea relației (67) 


3. REZUMAT 


Subspaţiul de semnale 12 pei semnale care satisfac relaţia 


N 
> |æ [z] |2<c 


lim 





IN; 1 


Subspaţiul astfel definit este spațiu Hilbert (neseparabil) în raport 
cu produsul scalar 


<x[n], yin] > p=lim T > x" (nl yla] 


2 e, 
care induce în mod natural norma şi metrica. 

Unui semnal din 12 i se poate ataşa media (componenta continuă) 
precum şi semnale reprezentând autocorelaţia sau autoconvoluţia. 
Acestea se definesc pe baza produsului scalar introdus anterior. 

Semnalele periodice formează clase remarcabile în 12. Se poate pune 
în evidenţă o corespondenţă bijectivă între semnalele periodice şi 
semnalele din spaţiul C*. Corespondenţa are loc şi în ceea ce priveşte 
corelaţia şi convoluţia din cele două spaţii. în anumite cazuri 
funcţiile de auto- gi inter-corelaţie ale semnalelor din I7 admit 
transformate z sau Fourier, fapt care permite obţinerea unor rezultate 
remarcabile în domeniul transformat. 
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